Rekursion und Abstraktion

Bislang wurden nur Prozesse endlicher Linge
spezifiziert. Unendliche Prozesse, wie z.B. der

Prozess ababab ... mit dem Transitionssystem

von Abb. 2 werden durch Rekursion definiert.

a b

Abbildung 2: Transitionssystem fiir abab. ..
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Konkret geschiet dies z.B. durch das folgende

rekursive Gleichungssystem :

X aY
Y = bX

Dabei sind X und Y Rekursionsvariable, die

zwel Zustande des Prozesses representieren.
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Definition 35.23 FEine rekursive Spezifikation

15t eine Menge von Gleichungen der Form:

X1 tl(Xl,...,Xn)

aY
b X

= >
|

Xn

b X, .. X;)

wobei t;(X1,...,X,) Prozessterme des Kalkiils
ACP mit (madglichen) freien Variablen
X1,...,X, Sind.
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Definition 5.24 Prozesse p1,...,p, werden

als eine Losung einer rekursiven Spezifikation
{Xz — ti(Xl,...,Xn) | 1 € {1,,%}}

modulo Bisimulations-Aquivalenz bezeichnet,

falls p; < t;(p1,...,pn) fori € {1,...,n} gilt.

Bemerkung:

Mit den Prozessen p1, ..., p, sind hier ihre Prozessgra-
phen gemeint. Damit dann der Ausdruck t;(p1,...,pn)
Sinn ergibt, verstehen wir die Operationen + und -
auch als Operationen auf Prozessgraphen.
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Definition 5.24 Prozesse p1,...,p, werden

als eine Losung einer rekursiven Spezifikation
{Xz = ti(Xl,...,Xn) | = {1,,%}}

modulo Bisimulations-Aquivalenz bezeichnet,

falls p; < ti(p1,...,pn) fori € {1,...,n} gilt.
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Definition 5.24 Prozesse p1,...,p, werden

als eine Losung einer rekursiven Spezifikation
{Xz — ti(Xl,...,Xn) | 1 € {1,,%}}

modulo Bisimulations-Aquivalenz bezeichnet,

falls p; < t;(p1,...,pn) fori € {1,...,n} gilt.

Wir wollen, dass Losungen eindeutig beziiglich
Bisimulations-Aquivalenz sind, d.h. falls p1,...,pn
und q1, ..., q, zwel solche Losungen sind, dann erwar-
ten wir p; <> ¢; fiir alle 2 € {1,...,n}.

Dies muss aber nicht fiir jede Spezifikation der Fall
sein.
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Beispiel 5.14

a) X = X hat alle Prozesse als Losung
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Beispiel 5.14
a) X = X hat alle Prozesse als Losung

b) Alle Prozesse p mit p 25 \/ sind Lésungen

von der rekursiven Spezifikation
{X =a+ X}.
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Beispiel:
Beispiel 5.14

a) X = X hat alle Prozesse als Losung

b) Alle Prozesse p mit p 25 \/ sind Lésungen

von der rekursiven Spezifikation
{X =a+ X}.
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Beispiel 5.14

a) X = X hat alle Prozesse a

b) Alle Prozesse p mit p — 4/ sind Losungen

von der rekursiven Spezifikation

{X =a+ X}.
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Bezspzel:

Beispiel 5.14

a) X = X hat alle Prozesse a

b) Alle Prozesse p mit p 25 \/ sind Loésungen

von der rekursiven Spezifikation
{X =a+ X}.

c) Alle nichtterminierende Prozesse sind

Losungen von der rekursiven Spezifikation

iX = Xa}.
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Bezspzel:

Beispiel 5.14

a) X = X hat alle Prozesse a

b) Alle Prozesse p mit p — 1/ sind Losungen

von der rekursiven Spezifikation

{X =a+ X}.

c) Alle nichtterminierende Prozesse sind

Losungen von der rekursiven

iX = Xa}.
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Bezspzel:

Beispiel 5.14
a) X = X hat alle Prozesse a

b) Alle Prozesse p mit p — 4/ sind Losungen

von der rekursiven Spezifikation

{X =a+ X}.

c) Alle nichtterminierende Prozesse sind

Losungen von der rekursiven

iX = Xal}.

X z.B. definiert
durch X=b X
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d) {X =aY,Y = bX} hat als einzige Losung
{X < abab...} und {Y < baba...}.
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d) {X =aY,Y = bX} hat als einzige Losung
{X < abab...} und {Y < baba...}.

e) {X =Y,Y =aX} hat als einzige Losung

{X < aaaa...} und {Y < aaaa...}.

“Einzig” bzw. “zwel verschiedene” ist hier

jeweils modulo Bisimulation zu verstehen.
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Definition 5.26 FEine rekursive Spezifikation

{Xz :tz(Xl,,Xn) |ZE {1,,%}}

heifit geschiitzt (guarded) falls die rechten

Seiten threr Gleichungen in folgende Form

CL1'Sl(Xl,...,Xn)+"'+&k°Sk(X1,...,Xn)

b1

by

uberfiihrt werden konnen, indem die Azxiome
des Kalkiils ACP benutzt werden.
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tuberfiihrt werden konnen, indem die Axiome
des Kalkiils ACP benutzt werden. AufSerdem

diirfen bei dieser Umformung Variable einer

Rekursionsgleichung| durch die entsprechende

rechte Seite ersetzt werden.
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tiberfiihrt werden kénnen, indem die Aziome
des Kalkiils ACP benutzt werden. AufSerdem

diirfen bei dieser Umformung Variable einer

Rekursionsgleichung| durch die entsprechende

rechte Seite ersetzt werden.

Fine rekursive Spezifikation ist genau dann

eindeutig| (modulo Bisimulation), wenn sie

geschiitzt ist. Z.B. sind einige der rekursiven
Spezifikationen von Beispiel 5.25 nicht
geschiitzt.
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Beispiel 5.27 Sei v(a,b) = c und (b, b) = c.
{X=Y||Z, Y=Z + a, Z=bZ} ist geschiitzt, denn:

Sejtel - D
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Beispiel 5.27 Sei v(a,b) = c und (b, b) = c.
{X=Y||Z, Y=Z + a, Z=bZ} ist geschiitzt, denn:

e /=bZ hat schon die gewiinschte Form.

Sejtel - D
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Beispiel 5.27 Sei v(a,b) = c und (b, b) = c.
{X=Y||Z, Y=Z + a, Z=bZ} ist geschiitzt, denn:

e /=bZ hat schon die gewiinschte Form.

e Y=/ + a wird transformiert, indem Z durch bZ

ersetzt wird.

Sejtel - D
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Beispiel 5.27 Sei v(a,b) = c und (b, b) = c.
{X=Y||Z, Y=Z + a, Z=bZ} ist geschiitzt, denn:

e /=bZ hat schon die gewiinschte Form.

e Y=/ + a wird transformiert, indem Z durch bZ

ersetzt wird.

¢ X=Y||Z wird transformiert, indem Y durch bZ + a
und Z durch bZ ersetzt wird und der so erhaltene
Term (bZ + a)||bZ mittels der Axiome

transformiert wird:

(bZ +a)||bZ

Sejtel - D
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Beispiel 5.27 Sei v(a,b) = c und (b, b) = c.
{X=Y||Z, Y=Z + a, Z=bZ} ist geschiitzt, denn:

e /=bZ hat schon die gewiinschte Form.

e Y=/ + a wird transformiert, indem Z durch bZ

ersetzt wird.

¢ X=Y||Z wird transformiert, indem Y durch bZ + a
und Z durch bZ ersetzt wird und der so erhaltene
Term (bZ + a)||bZ mittels der Axiome

transformiert wird:

(bZ + a)||bZ

(bZ + a)LbZ + bZIL(bZ + a) + (bZ + a)|bZ

= bZLbZ +allbZ + bZ I (bZ + a) + bZ|bZ + a|bZ
= b(Z||bZ) + abZ 4+ b(Z||(bZ + a)) + c(Z||Z) + cZ
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Definition 5.28 Fiir eine geschiitzte rekursive
Spezifikation E:

{Xz — ti(Xl,...,Xn) ‘ 1 € {1,,%}}
soll nun
(X;|E) (1 €{1,...,n})

die Losung X; in E bedeuten.
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Transitionsregeln fiir Rekursion

ti((X1|E), ..., (Xn|E)) = v/

(Xi|E) = +/

tLU(XLEY, ..., (X,.|E)) >y

(Xi|E) =y

d.h.: (X;|F) iiberni

LUUXLLED, ... (X,

Formale Grundlagen der Informatik 11 Kap 5: Prozessalgebra (1éil 2) Sefter " il
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Transitionsregeln fiir Rekursion

(Xi|E) =

ti((X1|E), ..., (Xn|E)) = v/

(Xi|E) = +/

tLU(XLEY, ..., (X,.|E)) >y

(Xi|E) =y

d.h.: (X;|F) iibernimmt das Verhalten von
tz(<X1‘E>7 70wy <Xn E>)
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Transitionsregeln fiir Rekursion

(Xi|E) =

ti((X1|E), ..., (Xn|E)) = v/

(Xi|E) =

(Xi|E) = +/

tLU(XLEY, ..., (X,.|E)) >y

(Xi|E) =y

d.h.: (X;|F) iibernimmt das Verhalten von
tz(<X1‘E>7 70wy <Xn E>)

Formale Grundlagen der Informatik 11 Kap 5: Prozessalgebra (1éil 2) Sefter " il

Wednesday, January 5, 2011



Beispiel 5.29 Sei FE die geschiitzte rekursive

Spezifikation { X=aY, Y=bX}. Der Prozessgraph von
(X|FE) ist:

(X|E)
b a

(Y|E)

Fors Seite I3
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Beispiel 5.29 Sei FE die geschiitzte rekursive

Spezifikation { X=aY, Y=bX}. Der Prozessgraph von
(X|FE) ist:

(X|E)
b a

(Y'|E)

Wir leiten her: (X|E) = (Y|E):
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Wir leiten her: (X|E) = (Y|E):

Formale Grundlagen der Informatik 11

{X=aY, Y=bX}

Kap 5: Prozessalgebra (1éil 2)
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Wir leiten her: (X|E) = (Y|E):

vi)\/

Formale Grundlagen der Informatik 11

{X=aY, Y=bX}
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a XL
Wir leiten her: (X|F) — (Y |FE): {X=aY, Y=bX} < ‘ >
2 b a
a —
: v =/ <>
YE)
a - <Y‘E> ﬁ) <Y|E> L v\/ vV = a, 4 T Y r= <Y‘E>
X -y—1Y
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X|E
Wir leiten her: (X|E) = (Y|E): {X=aY, Y=0X} < ‘ >
o b <> a
gl v — v
Y|E)
a X . \/
a - <Y‘E> — <Y|E> 7 Y oA, T =0 Y 1= <Y‘E>
LYY
a a - <Y|E> i) Y
(X|E) =y
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X|E
Wir leiten her: (X|E) = (Y|E): {X=aY| Y=bX} < ‘ >
o b <> a
i v — 1/
YE)
a XL U \/
s@B iy 22 sm6 2me 3= VD
X -y—1Y
a (Y|E)|—-
(X|E) — (Y |E) a- (Y] >v—>y e
(X|E) =y
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Xk
Wir leiten her: (X|F) i (Y|E): (XHay] Y=bX} < ‘ >
o b <> a
i v — 1/
YE)
a XL U \/
s@B iy 22 sm6 2me 3= VD
X -y—1Y
a (Y|E)|—-
(X|E) — (Y |E) a- (Y] >v—>y e
(X|E) =y
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Beispiel 5.31 Multimenge (bag) iiber {0, 1}.

Die Elemente 0 and 1 werden durch in(0) und
in(1) in die Multimenge eingefiigt und kénnen
durch out(0) und out(1) in beliebiger
Reihenfolge entfernt werden.

Formale Grundlagen der Informatik 11 Kap 5: Prozessalgebra (1éil 2) Seite. 15
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out(1)

in (0)

>_ &
(]

A out(0)

V in(0)

in(l)out(l)

A

=
@
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in (0) a in (0) ] in (0) & in (0) s

@ _ < < <
A out(0) A out(0) A out(0) A out(0)
out(1) in(l)out(l) in(l)out(l) in(l)out(l) in(1)

Y in@)_| Y in©@_| Y in_|Y in()
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®_

A

out(1)

o _

A

out(1)

o _

A

out(1)

®_

A

out(1)

J

in(0) o

out(0) A

L)
Y _in(0)

out(0) A

in (1)t (1)

Y _in(0)

out(0) A

(1) (1

Y in(0)

out(0) A

(1)t (1)

Formale Grundlagen der Informatik 11

-
o_

—
o_

=
®_

Y

in (0) o

~
out(0) A

in(1) (1)
Y _in(0)

out(0) A

L) i)

Y in(0)

out(0) A

in (1)t (1)

Y _in(0)

out(0) A

in(1) i1)

=
®_

—
®_

=
®_

Y

in(0) ek

_<
out(0) A

(1) (1)
Y _in(0)

out(0) A

(1) 1)

Y _in(0)

out(0) A

(1)t (1)

Y _in(0)

out(0) A

(1)t (1)

=
®_

=
®_

-
o _

3

in (0)

_<
out(0)

in(1)

Y in(0)_

out(0)
in(1)

Y in(0)

out(0)
in(1)

Y in(0)

out(0)
in(1l)
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®_
out(0) A

A

out(1)

®_
out(0) A

A

out(1)

in (0) a

in (0) ]

in(1) but (1)

Y in(0)_

—~

in (0) &

in (1)

out(0) A

out(1)

Zn(l)ut(l)

V in(0)

Y in(0)_

—~

in (0) s

in(1)

out(0) A

out(1)

®_

in (1)

V in(0) __

out(0) A

out(1)

v in(0) 4

-

out(0)
in(1)

®_

in(1)

V in(0)

out(0) A

out(1)

Y in(0)_

®_
out(0)
in(1)

V in(0)

/1\ |<0ut(0) /T\ |<out(0) /T\ |<0ut(0) /T\ |<0ut(0)

Fine rekursive Spezifikation dazu ist:

X = z’n(O)(X |0ut(0)) + zn( )( X ||out(1))
St (1) Zn(l)ut(l) zn(l)ut(l) zn(l)ut(l) in(1l)

J
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Axiome fiir Rekursion:

Fiir eine rekursive Spezifikation F
{X@ = ti(Xl,... ,Xn) ‘ 1 € {1, ,n}}

gelte:
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Axiome fiir Rekursion:

Fiir eine rekursive Spezifikation F
{Xz = ti(Xl,... ,Xn) ‘ 1 € {1, ,n}}
gelte:

Rekursives Definitions Prinzip:

RDP (X|E)Y = t;((X1|E), ... (X,|E)) (Ge{l,...,n})
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Axiome fiir Rekursion:

Fiir eine rekursive Spezifikation F
X =1t Xy ..  Xa) it EXY 7. N}
gelte:

Rekursives Definitions Prinzip:

RDP (X|E) = ti((X1|E),... (X.|E)) (ie{l,...,n})

Spezifikation. > Gleichung

» Aguivalenz =
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Axiome fiir Rekursion:

Fiir eine rekursive Spezifikation F

{Xz = ti(Xl,...,Xn) ‘ = {1, ,n}}
gelte:

Rekursives Definitions Prinzip:

RDP (X|E)Y = t;((X1|E), ... (X,|E)) (ie{l,...,n})

Spezifikation. > Gleichung

» Aguivalenz =
Rekursives Spezifikations Prinzip: 7

RSP Falls y; = t;(y1,...,yn) fiir i € {1,. }
dann i = (XG|E) (@ € {17 ,n})
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Axiome fiir Rekursion:

Fiir eine rekursive Spezifikation F

{Xz = ti(Xl,...,Xn) ‘ = {1, ,n}}
gelte:

Rekursives Definitions Prinzip:

RDP (X|E)Y = t;((X1|E), ... (X,|E)) (ie{l,...,n})

Spezifikation. > Gleichung

» Aguivalenz =
Rekursives Spezifikations Prinzip: 7

RSP Falls y; = t;(y1,...,yn) fiir i € {1,. }
dann i = (XG|E) (@ € {17 ,n})

Spezifikation & Gleichung »>

neue Losung
Formale Grundlagen der Informatik 11 Kap 5: Prozessalgebra (1éil 2) Seite. 18
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Axiome fiir Rekursion:

Fiir eine rekursive Spezifikation F

{Xz = ti(Xl,... ,Xn) ‘ = {1, ,n}}
gelte: {X =aX}
Rekursives Definitions Prinzip:

RDP (X|B) = ti((X1|E),... (X.|E)) (ie{l,...,n})

Spezifikation. > Gleichung

» Aguivalenz =
Rekursives Spezifikations Prinzip: 7

RSP Falls y; = t;(y1,...,yn) fiir i € {1,. }
dann i = (XG|E) (4 € {17 ,n})

Spezifikation & Gleichung »>

neue Losung
Formale Grundlagen der Informatik 11 Kap 5: Prozessalgebra (1éil 2) Seite. 18
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Axiome fiir Rekursion:

Fiir eine rekursive Spezifikation F

{Xz = ti(Xl,... ,Xn) ‘ 1 € {1, ,n}}
gelte: {X =aX}
Rekursives Definitions Prinzip:

RDP (X|E)Y = t;((X1|E), ... (X,|E)) (Ge{l,...,n})

(XIX = aX)= a(XIX = aX) Spezifikation. » Gleichung

» Aguivalenz =
Rekursives Spezifikations Prinzip: 7

RSP Falls y; = t;(y1,...,yn) fiir i € {1,. }
dann  yi = (XIE)  (i€{l,...,n})

Spezifikation & Gleichung »>

neue Losung
Formale Grundlagen der Informatik 11 Kap 5: Prozessalgebra (1éil 2) Seite. 18
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Axiome fiir Rekursion:

Fiir eine rekursive Spezifikation F

{Xz = ti(Xl,... ,Xn) ‘ 1 € {1, ,n}}
gelte: {X =aX}
Rekursives Definitions Prinzip:

RDP (X|B) = ti((X1|E),... (X.|E)) (Ge{l,...,n})

(XIX = aX)= éX/X = aX) Spezifikation. » Gleichung

kurz: <X> — d X> > A wivalenz =
Rekursives Spezifikations Prinzip: 7

RSP Falls y; = ti(y1,...,yn) fiir i € {1,. }
dann i = (X;|E) (i € {1» ,n})

Spezifikation & Gleichung *

neue Losung

Formale Grundlagen der Informatik 11 Kap 5: Prozessalgebra (1éil 2) Seite. 18

Wednesday, January 5, 2011



Axiome fiir Rekursion:

Fiir eine rekursive Spezifikation F
{Xz = ti(Xl,... ,Xn) ‘ 1 € {1, ,n}}
gelte: {X =aX}

Rekursives Definitions Prinzip:

RDP (XilE) = tLi((X1]|E),...,(Xn|E)) (i €{l,...,n})
(X/X = aXi= éX/X = aX) Spezifikation. » Gleichung
kurz: <X> — d X> > Aquzwllenz =
Rekursives Spezifikations Prinzip:
RSP Falls y; = ti(y1,...,yn) fiir i € {1,. }
dann g = (XIE)  (i€{l,...,n})
Xy=alXy %)~ (X) Spezifikation & Gleichung *
neue Losung o
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Beispiel 5.33 (fiir geschiitzte Rekursion)
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Beispiel 5.33 (fiir geschiitzte Rekursion)

(Z|Z=aZ) = a{Z|Z=aZ)
2 w(alZ| Z=aZ))
o (aa){Z | Z=aZ)
Formale Grundlagen der Informatik 11 L Kap 5: Prozessalgebra (1éil 2) Seite. 19
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Beispiel 5.33 (fiir geschiitzte Rekursion)

(Z | Z=aZ) oo a(Z | Z=aZ)
2 w(alZ| Z=aZ))
o (aa){Z | Z=aZ)

RDP (X;|E)
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Beispiel 5.33 (fiir geschiitzte Rekursion)

(Z | Z=aZ) e a(Z | Z=aZ)
2 alalZ|Z=aZ))
o (aa){Z | Z=aZ)

ti((X1|E), ..., (Xa| E))

RDP (X;|E)

Spezifikation.
Gleichung

Formale Grundlagen der Informatik 11 Kap s: Prozessalgebra (Teil 2) Seite. 19
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Beispiel 5.33 (fiir geschiitzte Rekursion)

(2122427 alZ|Z=a2)
2 w(alZ| Z=aZ))
o (aa){Z | Z=aZ)

RDP (XilE) = tLi({(X1]E), ..., (Xp|E))

Spezifikation. »
Gleichung

Also gilt mit RSP,
(Z|Z=aZ) = (X|X=(aa)X)
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Beispiel 5.33 (fiir geschiitzte Rekursion)

RDP

(Z|Z=aZ) = a{Z|Z=aZ)
2 a(a(Z| Z=aZ))
o (aa){Z | Z=aZ)
RDP (XilE) = ti((X1|E), ..., (Xpn|E))
Spezifikation. »
Gleichung
Also gilt mit RSP,
% (Z|Z=aZ) = (X |X=(aa)X)
Formale Grundlagen der Informatik 11 7 Kap s: Prozessalgebra (Teil 2) Seite. 19
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Beispiel 5.33 (fiir geschiitzte Rekursion)

(Z|Z=aZ} "= alZ|Z=aZ)

DA a(a({Z | Z=aZ))

o (aa){Z | Z=aZ)

RDP (X E) = ti((X1|E), ..., (Xn|E))

Spezifikation. »
Gleichung

Also gilt mit RSP,
e (Z|Z=aZ) = (X|X=(aa)X)

m Spezifikation & Gleichung »

neue Losung
Formale Grundlagen der Informatik II Kap s: Prozessalgebra (Teil 2) Seite. 19
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Weiter gilt:

(Z|Z=aZ) 2 alZ|Z=aZ)
"2 a(a(Z)| Z=a2))
2" a(a(a(Z| Z=aZ)))
2 ((@a)a)(Z|Z=aZ)
Formale Grundlagen der Informatik 11 : Kap 5: Prozessalgebra (1éil 2) el Lok
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Weiter gilt:

(Z|Z=aZ) 2 alZ|Z=aZ)
"2 a(a(Z)| Z=a2))
"2 ala(alZ| Z=aZ)))
2 ((aa)a)(Z|Z=aZ)
und mit RSP:

(Z|Z=aZz) = (Y |Y=((aa)a)Y)

Formale Grundlagen der Informatik 11 Kap 5: Prozessalgebra (1éil 2) el Lok
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Weiter gilt:

(Z|Z=aZ) 2 alZ|Z=aZ)
"2 a(a(Z)| Z=a2))
e a(a(a{Z | Z=aZ)))
2 ((aa)a)(Z|Z=aZ)
und mit RSP:

(Z|Z=aZ) = (Y |Y=((aa)a)Y)
also:

(X | X=(aa)X) = {(Z|Z=aZ)
Y | Y=((aa)a)Y)

Formale Grundlagen der Informatik 11 Kap 5: Prozessalgebra (1éil 2) el Lok
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Beispiel 5.33  (fiir geschiitzte Rekursion)

(ZIZ=aZ+b)
(Z | Z=alZ) T a(Z | Z=aZ)
RiP a(a(Z | Z=aZ))

= (aa)(Z|Z=aZ)

Formale Grundlagen der Informatik 11 Kap s: Prozessalgebra (Teil 2)
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Beispiel 5.33  (fiir geschiitzte Rekursion)

(Z1Z=aZ+b)

(Z12al) T

a(Z | Z=aZ)
ala(Z | Z=aZ))
(aa){Z | Z=aZ)

RDP
A5
/Z=a/ +b

Z)=> L) = (Z) = ..
2 PN
5 o0

Formale Grundlagen der Informatik 11 Kap s: Prozessalgebra (Teil 2)
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Achtung!

RSP ist nicht korrekt fiir ungeschiitzte
Rekursion. Beispielsweise ergibt RSP wegen
t =t die Gleichung

t = (X|X=X)

fiir alle Prozessterme t.

Formale Grundlagen der Informatik 11 Kap 5: Prozessalgebra (1éil 2) Sejtar A=
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Beispiel 5.33  (fiir geschiitzte Rekursion) ~_ Variante: iZzaZ+b[})
2. Variante: {Z=aaZ+b}
\2) RDP

(Z|Z=aZ) = al{Z|Z=aZ)
2 w(alZ| Z=aZ))
o (aa){Z | Z=aZ)

(Z) = a(Z) + b

Z)=> L) = (Z) = ..
2 PN
5 o0

Formale Grundlagen der Informatik 11 Kap 5: Prozessalgebra (1éil 2) Selte 73

Wednesday, January 5, 2011



Beispiel 5.33  (fiir geschiitzte Rekursion) ~_ Variante: iZzaZ+b[})
2. Variante: {Z=aaZ+b}
\2) RDP

(Z|Z=aZ) = al{Z|Z=aZ)
2 w(alZ| Z=aZ))
o (aa){Z | Z=aZ)

(Z) = a(Z) + b

a7 s s
D D b
ol

(2)
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Beispiel 5.33  (fiir geschiitzte Rekursion) ~_ Variante: iZzaZ+b[})
2. Variante: {Z=aaZ+b}
\2) RDP

(Z|Z=aZ) = al{Z|Z=aZ)
2 w(alZ| Z=aZ))
o (aa){Z | Z=aZ)

(Z) = a(Z) + b

(Z)=>2) = (Z) = ..
iy
y oa
Z)
s
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Beispiel 5.33  (fiir geschiitzte Rekursion) ~_ Variante: iZzaZ+b[})
2. Variante: {Z=aaZ+b}
\2) RDP

(Z|Z=aZ) = al{Z|Z=aZ)
2 w(alZ| Z=aZ))
o (aa){Z | Z=aZ)

(Z)=a(Z) +b
(Z)=>Z) =>(Z) > ..
G
v 4y
(Z)+
s
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Beispiel 5.33  (fiir geschiitzte Rekursion) ~_ Variante: iZzaZ+b[})
2. Variante: {Z=aaZ+b}
\2) RDP

(Z|Z=aZ) = al{Z|Z=aZ)
2 w(alZ| Z=aZ))
o (aa){Z | Z=aZ)

(Z) = a(Z) + b
(L) (L)~ (L) —~ ..
L
o
(2)5(aZ)
N
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Beispiel 5.33  (fiir geschiitzte Rekursion) ~_ Variante: iZzaZ+bg}

(Z) 2. Variante: {Z=aaZ+

(Z|Z2=aZ) "= a(Z|Z=aZ)
pr a(alZ | Z=aZ))
2 (aa)(Z|Z=aZ)

(Z)=a(Z)+Db
AL e ]
b\ b\ b\
v Ny
(L)l =7
P\
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Beispiel 5.33  (fiir geschiitzte Rekursion) ~_ Variante: iZzaZ+bg}

(Z) 2. Variante: {Z=aaZ+
(Z|Z=aZ) et a(Z | Z=aZ)
pr a(alZ | Z=aZ))
2 (aa)(Z|Z=aZ)
(Z)=a(Z)+Db
L))
b\ b\ b\
v Ny
(L)l =7
P\ b\
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Beispiel 5.33  (fiir geschiitzte Rekursion) ~_ Variante: iZzaZ+bg}

(Z) 2. Variante: {Z=aaZ+
(Z|Z=aZ) et a(Z | Z=aZ)
pr a(alZ | Z=aZ))
2 (aa)(Z|Z=aZ)
(Z)=a(Z)+Db
Ll riz) -
b\ b\ b\
¥ a4 4
(Z)2-(aZ) 2(7) 5
PN\ b\
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Beispiel 5.33  (fiir geschiitzte Rekursion) ~_ Variante: iZzaZ+b[})
2. Variante: {Z=aaZ+b}
\2) RDP

(Z|Z=aZ) = al{Z|Z=aZ)
2 w(alZ| Z=aZ))
o (aa){Z | Z=aZ)

(Z) = a(Z) + b

()= Z)—>(Z) > ..
s
voou
(Z)2(aZ) 5(Z) 5 (aZ)
B\, b\
V v
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Beispiel 5.33  (fiir geschiitzte Rekursion) ~_ Variante: iZzaZ+b[})
2. Variante: {Z=aaZ+b}
\2) RDP

(Z|Z=aZ) = al{Z|Z=aZ)
2 w(alZ| Z=aZ))
o (aa){Z | Z=aZ)

(Z) = a(Z) + b

()= Z)—>(Z) > ..
s
voou
(2)5(aZ) 2>(Z) > (aZ) 5
B\, b\
V v
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Beispiel: fiir v(a,b) = ¢ die folgende
Ableitung von

O(a,p} (X | X=aX)||(Y | Y=bY)) = P

Forn, Seite. 24
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Beispiel: fiir v(a,b) = ¢ die folgende

DO

a b

Ableitung von

O(a,p} (X | X=aX)||(Y | Y=bY)) = P

Forn, Seite. 24
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Beispiel: fiir v(a,b) = ¢ die folgende
Ableitung von

O(a,p} (X | X=aX)||(Y | Y=bY)) = P

Forn, Seite. 24
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Beispiel: fiir v(a,b) = ¢ die folgende
Ableitung von

Ofa,0} (X | X=aX)|(Y | Y=bY)) = (Z| Z=cZ)

Forn Seita 24
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Beispiel:

Ableitung von

fiir v(a, b) = c die folgende

Ofa,0} (X | X=aX)|(Y | Y=bY)) = (Z| Z=cZ)

X

<
(X
<
<

Forn,

X=aX)
X=aX)

(Y | Y=bY)

| (Y | Y=bY)
Y | Y=bY)L(X | X=aX)
X | X=aX)|{Y | Y =bY)

Seita 24
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Beispiel: fiir v(a, b) = c die folgende
Ableitung von

Ofa,0} (X | X=aX)|(Y | Y=bY)) = (Z| Z=cZ)

(X | X=aX)|(Y | Y =bY)

= (X|X=aX)L{Y|Y=bY) % 8
<
<

Y | Y=bY)L(X | X=aX) a b
X | X=aX)|{Y | Y =bY)

= a((X|X=aX)|(Y |Y=bY)) 8
b((Y | Y=bY)||(X | X=aX))

_|_
+ c((X | X=aX)|{Y |Y=bY)) C

Forn Seita 24
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Beispiel: fiir v(a, b) = c die folgende
Ableitung von

Ofa,0} (X | X=aX)|(Y | Y=bY)) = (Z| Z=cZ)

(X | X=aX)|(Y | Y =bY)

= (X|X=aX)L{Y|Y=bY) % 8
<
<

+ (Y |Y=bY)L(X]|X=aX) a b
+ (X |X=aX)|{Y |Y=bY)

= a((X| X=aX)|(Y | Y=bY)) %
+ b((Y |Y=bY)[[(X | X=aX))

+ c((X | X=aX)|{Y |Y=bY)) C
Aus

Opasny ((X | X=aX)|| (Y| Y=bY))
= & an (X | X=aX)|(Y | Y=bY))

Formale Grundldgen der Informati Kap s: Prozessalgebra (1éil 2) Seite. 24
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Beispiel: fiir v(a,b) = ¢ die folgende
Ableitung von

Oa,b0} (X | X=aX)||{Y | Y=bY)) = (Z | Z=cZ)

(X | X=aX)|(Y | Y =bY)

= (X|X=aX)L{Y|Y=bY) @ 8
<
<

+ (Y |Y=bY)L(X|X=aX) a b
+ (X|X=aX)|(Y |Y=bY)
= a((X| X=aX)|(Y | Y=bY)) %
+ b((Y |Y=bY)[[(X | X=aX))
+ e((X | X=aX)|(Y | Y=bY)) c
Aus

Z

Ofaspy ((X ] X=aX>H<Y | Y=bY)
= C'%Mé(( | X st XY [ Y=bY)) |
Formale Grundldgen der Informati : Kap 5: Prozessalgebia (1eil 2) Seite. 24
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jedoch:
RSP ist nicht kt fiir ungeschiitzte

Rekursion. Beispielsweise ergibt RSP wegen
t =t die Gleichung

f = (XXX

fiir alle Prozessterme t.
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Korrektheit

Theorem 5.42 Der Kalkiil ACP mat

geschiitzter

kursion ist korrekt beziiglich Bisimulation:

S=1 = 81

Allerdings:

ACP+RSP/RDP ist nicht vollstandig
(nicht einmal fiir geschiitzte Rekursion).

Formale Grundlagen der Informatik 11 Kap 5: Prozessalgebra (1éil 2)
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Wir schrinken die Form rekursiver Spezifikationen
noch weiter ein:

Definition 5.43 Eine rekursive Spezifikation ist linear, wenn ihre
rekursiven Gleichungen die folgende Form haben:

X = a1 Xqi+ - +apXg+by+ -+ by a;,bj € A

Mit dieser Einschrinkung erreichen wir Vollstindigkeit:

Theorem 5.44 (Vollstédndigkeit) Das Kalkiii ACP mit den
Azxiomen RDP und RSP ist eine vollstindige Axiomatisierung fiir

Bisimulation.
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Umformung von Spezifikationen

Sei E, E' geschiitzte rekursive Spezifikationen, wobei
E’ aus FE entsteht, indem die rechten Seiten der Glei-
chungen folgendermafien modifiziert werden:

e Die Axiome fiir ACP mit geschiitzter Rekursion
diirfen benutzt werden.

e Rekursionsvariablen diirfen durch die rechte Sei-
ten ihrer Rekursionsgleichung ersetzt werden.

Dann kann (X|E) = (X|E’) im Kalkiil ACP mit
geschiitzter Rekursion fiir alle Rekursionsvariablen ab-
geleitet werden.
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Zum Beispiel kann
(X | X=aX+aX) = (X | X=(aa)X)
abgeleitet werden, indem
e erst A3 angewandt wird: (z + x = x),

e dann X durch die rechte Seite a X ersetzt wird,

e und dann zuletzt A5 angewandt wird: ((zy)z =
z(yz)).

X=aX+aX ~ X=aX ~ X=a(aX) ~ X=(aa)X
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