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Unter parallelen und verteilten Algorithmen wird
die Erweiterung von klassischen, für
Einprozessormaschinen konzipierten Algorithmen
auf viele miteinander kooperierende Prozessoren
verstanden.
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Parallele Algorithmen beruhen in der Regel auf
Speicher- oder Rendezvous-Synchronisation und
haben eine synchrone Ablaufsemantik.
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Charakteristisch für die verteilten Algorithmen ist
dagegen Nachrichten-Synchronisation.
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Adress
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Arithmetical
Logical
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Instruction
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242 Kapitel 7: Parallele Algorithmen

Die aktuelle Konfiguration einer RAM läßt sich eindeutig aus dem Inhalt

der Datenspeicher und dem Befehlszähler IC bestimmen. Am Anfang

einer Berechnung sind alle Register mit 0 initialisiert.

Eine RAM wird durch ein Programm spezifiziert. Dies ist eine endliche,

fortlaufend nummerierte Folge b0, b1, . . . von Befehlen aus einer vorgege-

benen Befehlsmenge B.

Eingabeband

x
1

x
2

x
3

x
4

x
5

beliebige reelle Zahl

PROGRAMM-

SPEICHER IC

ALU

AC

Lesekopf

AkkumulatorR0

R1
R2

Schreibkopf

Ausgabeband
beliebige reelle Zahl

DATEN-

SPEICHER

Abbildung 7.2: RAM – Random Access Machine

Operationen Operand

READ op = i – die Zahl i
WRITE op i – Inhalt des

LOAD op Registers Ri

STORE op ∗i – indirekte Adresse

ADD op (Inhalt des Registers Rj , wobei j
SUB op der Inhalt des Registers Ri ist)

JUMP label

JZERO label label – Befehlsadresse

JGZERO label

FGI-2/WiSe 2006/07

6.1 Random-Access-Maschine (RAM)14.1
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c – Speicherabbildung
c(i) Der Inhalt des Registers Ri.

v(a) – Der Wert von a
v(= i) = i

v(i) = c(i)
v(∗i) = c(c(i))

∗ ←
3. ADD a c(0) ← c(0) + v(a)
4. SUB a c(0) ← c(0)− v(a)
5. MULT a c(0) ← c(0)× v(a)
6. DIV a c(0) ← �c(0)÷ v(a)�
7. READ ( ) derzeitiges Eingab

Tabelle 6.1: Die Befehle einer RAM
Instruktion Bedeutung

1. LOAD a c(0) ← v(a)
2. STORE i c(i) ← c(0)

STORE ∗i c(c(i)) ← c(0)
3. ADD (0) ← (0) + ( )

4.1
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← � ÷ �
7. READ i c(i) ← derzeitiges Eingabesymbol

READ ∗i c(c(i)) ← derzeitiges Eingabesymbol. Der Kopf auf dem Eingabe-
band geht in beiden Fällen um ein Feld nach rechts.

8. WRITE a v(a) wird in das Feld auf dem Ausgabeband geschrieben über dem
sich gerade der Bandkopf befindet. Danach wird der Kopf um ein
Feld nach rechts bewegt.

9. JUMP b Der location counter (Befehlsregister) wird auf die mit b markierte
Anweisung gesetzt.

10. JGTZ b Der location counter wird auf die mit b markierte Anweisung ge-
setzt, wenn c(0) > 0 ist, sonst auf die nachfolgende Anweisung.

11. JZERO b Der location counter wird auf die mit b markierte Anweisung ge-
setzt, wenn c(0) = 0 ist, sonst auf die nachfolgende Anweisung.

12. HALT Programmausführung beenden.
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READ 1 read r1
LOAD 1
JGTZ pos
WRITE =0




 if r1 ≤ 0 then write 0

JUMP endif
pos: LOAD 1

STORE 2

�
r2 ← r1

LOAD 1
SUB =1
STORE 3




 r3 ← r1 – 1

while: LOAD 3
JGTZ continue
JUMP endwhile




 while r3 > 0 do

continue: LOAD 2
MULT 1
STORE 2




 r2 ← r2 * r1

LOAD 3
SUB =1
STORE 3




 r3 ← r3 – 1

JUMP while
endwhile: WRITE 2
endif: HALT

write r2

Abbildung 7.3: f(n) = nn (RAM–Programm)4.3

Thursday, December 2, 2010



Formale Grundlagen der Informatik II                                              Kap 4:  Para!ele Algorithmen  (Teil 1)                                                            Seite 9

READ 1 read r1
LOAD 1
JGTZ pos
WRITE =0




 if r1 ≤ 0 then write 0

JUMP endif
pos: LOAD 1

STORE 2

�
r2 ← r1

LOAD 1
SUB =1
STORE 3




 r3 ← r1 – 1

while: LOAD 3
JGTZ continue
JUMP endwhile




 while r3 > 0 do

continue: LOAD 2
MULT 1
STORE 2




 r2 ← r2 * r1

LOAD 3
SUB =1
STORE 3




 r3 ← r3 – 1

JUMP while
endwhile: WRITE 2
endif: HALT

write r2

Abbildung 7.3: f(n) = nn (RAM–Programm)

BEGIN
READ r1;
IF r1 ≤ 0 THEN WRITE 0
ELSE
BEGIN
r2 ← r1;
r3 ← r1 - 1;
WHILE r3 > 0 DO
BEGIN
r2 ← r2 * r1;
r3 ← r3 - 1

END;
WRITE r2

END
END

Abbildung 7.4: f(n) = nn
(Hochsprache)

4.3
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Uniformes Zeitmaß:

1 Schritt = 1 Zeiteinheit

Uniformes Platzmaß:

1 Register = 1 Platzeinheit

6.1.2 Komplexitätsmaße für die RAM
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1 i = 0

Operand a Kosten t(a)
=i l(i)
i l(i) + l(c(i))
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Wert
Wert + Adresse
Wert + Adresse + Adresse
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Definition 7.4 Die uniforme (logarithmische) Zeitkomplexität eines
RAM–Programms A ist die maximale Anzahl TA(n) der Summen der
uniformen (logarithmischen) Kosten aller Schritte des Programms bis
zur Termination, wobei das Maximum über alle Eingaben der unifor-
men (logarithmischen) Größe n gebildet wird.

4.4
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durch ein RAM–Programm berechnet werden, dessen Platzkomplexität
O(1) für das uniforme Platzkomplexitätsmaß ist! (In diesem Fall ist die
uniforme Platzkomplexität offensichtlich nicht realistisch. Die logarith-
mische Platzkomplexität liefert viel realistischere Ergebnisse.)

Manchmal bezeichnet man die RAM mit unserer Menge von Befehlen als
RAM∗ und die RAM ohne die Operation MULT und DIV als RAM+.
Sind die in den Registern speicherbaren Zahlen stets natürliche Zahlen,
so spricht man von einer Bit-RAM. Können rationale oder reelle Zahlen
benutzt werden, so spricht man von einer arithmetischen RAM.

Die MULT–Operation ist sehr mächtig. Z.B. kann man mit n MULT–
Operationen die Funktion f(n) = n2n berechnen. Die Zeitkomplexität
solcher Folge von MULT–Operationen ist O(n) bezüglich des uniformen
Komplexitätsmaßes und O(2n) – exponentiell mehr – bzgl. des logarith-
mischen Zeitkomplexitätsmaßes.

Es wird später für die RAM+ gezeigt, dass auch das uniforme Zeitkom-
plexitätsmaß Ergebnisse produziert, die nicht sehr schlecht sind.

RAMs sind geeignete Modelle, um die Komplexität von algebraischen
und kombinatorischen Optimierungs–Problemen zu untersuchen.

7.1.3 Wechselseitige Simulation einer RAM und einer
Turing-Machine

Da RAMs und RASPs einander mit nur ”konstantem Zeitverlust“ simu-
lieren, genügt es, nur eines dieser Modelle zu betrachten. Wir betrachten
die RAM, da hier ein Vergleich mit der TM einfacher ist.

Die nächste wichtige Frage: RAM und TM sind zwei sehr verschiedene
Modelle. Wie schnell können sie einander simulieren ?

Satz 7.6 Eine T (n)–zeitbeschränkte Mehrband DTM M kann durch ei-

ne RAM+ simuliert werden, die im uniformen Maß O(T (n))-zeitbe-
schränkt ist und die im logarithmischen Maß O(T (n) log T (n))-zeit-
beschränkt ist.

Der Beweis stammt aus [HMU79]. Einen etwas ausführlicheren finden die
Leser(innen) bei [Pau78]. Sehr detaillierte Beweise finden sich in [Rei90].
Beweis:

M habe k einseitig unendliche Bänder. Die simulierende RAM + (in der
Graphik mi R bezeichnet) verhält sich auf dem Ein- und Ausgabeband
genau wie M . Die Darstellung der Beschriftung der Arbeitsbänder der
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lieren, genügt es, nur eines dieser Modelle zu betrachten. Wir betrachten
die RAM, da hier ein Vergleich mit der TM einfacher ist.
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Die MULT–Operation ist sehr mächtig. Z.B. kann man mit n MULT–
Operationen die Funktion f(n) = n2n berechnen. Die Zeitkomplexität
solcher Folge von MULT–Operationen ist O(n) bezüglich des uniformen
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uniforme Platzkomplexität offensichtlich nicht realistisch. Die logarith-
mische Platzkomplexität liefert viel realistischere Ergebnisse.)

Manchmal bezeichnet man die RAM mit unserer Menge von Befehlen als
RAM∗ und die RAM ohne die Operation MULT und DIV als RAM+.
Sind die in den Registern speicherbaren Zahlen stets natürliche Zahlen,
so spricht man von einer Bit-RAM. Können rationale oder reelle Zahlen
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Satz 7.7 Eine T (n)–zeitbeschränkte Mehrband DTM M kann durch ei-
ne RAM+ simuliert werden, die im uniformen Maß O(T (n))-zeitbe-
schränkt ist und die im logarithmischen Maß O(T (n) log T (n))-zeit-
beschränkt ist.
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Invariance Thesis: There exists a standard class of machine models,
which includes among others all variants of Turing Machines, all
variants of RAM‘s and RASP‘s with logarithmic time measures,
and also the RAM‘s and RASP‘s in the uniform time measure
and logarithmic space measure, provided only standard arithmetical
instructions of additive type are used. Machine models in this class
simulate each other with polynomically bounded overhead in time,
and constant factor overhead in space.
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gemeinsamer Speicher

7.2 Parallele Random-Access-Maschine (PRAM) 275

die Klasse der Sprachen (algorithmischen Probleme), die man in polynomiellen Platz erkennen

(lösen) kann.

Sei POL die Klasse aller Polynome. Für eine MaschinenklasseM seiM-Time(POL) die Menge

aller Sprachen, die die polynomialzeit-beschränkten Maschinen von M erkennen können.

Nach den vorangegangenen Resultaten ergibt sich:

RAM+–Time(POL) = RAM–Timelog(POL) = P
= DTM–Time(POL) = DTM1–Time(POL)

Die RAM ist ein Model eines sequentiellen Rechners, das sehr einfach, aber auch sehr wichtig ist.

Um die Probleme und Methoden des Entwurfs und der Analyse von Algorithmen für moderne

sequentielle Rechner zu untersuchen, genügt es praktisch, das RAM–Modell zu benutzen.

Natürliche Frage: Gibt es natürliche Modifikationen des RAM–Modells, die wichtige Modelle

von parallelen Rechnern liefern?

Die Antwort ist positiv. Ein solches Modell – APM – zeigen wir jetzt. Das zweite und das

wichtigste – PRAM – untersuchen wir kurz darauf eingehend.

7.2 Parallele Random-Access-Maschine (PRAM) 2

Es gibt zwei grundlegende Modelle paralleler Computer mit globalem Speicher:

MIMD-Computer (Multiple Instructions Multiple Data) – jeder Prozessor führt ein spezi-

elles (eigenes) Programm aus

SIMD-Computer (S ingle Instructions Multiple Data) – in jedem Schritt ist die Instrukti-
onsart für alle Prozessoren einheitlich.

PRAMs sind heutzutage das Hauptmodell paralleler Rechner für Entwurf und Analyse paral-

leler Algorithmen. Dafür gibt es drei Gründe:

1. PRAM abstrahieren von Ebenen algorithmischer Komplexität, die Synchronisation, Zu-

verlässigkeit, Lokalität von Daten, Netztopologie und Kommunikation betreffen, und er-

laubt so den Entwerfern von Algorithmen, sich auf die grundlegenden Berechnungsschwie-

rigkeiten zu konzentrieren.

2Entnommen dem Skript Automaten und Komplexität (AUK) von M. Jantzen und diesem Skript angepasst.
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Die Programme sind für alle Prozessoren identisch!
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aber neuer Befehl:
Um die PID
LOAD(PID),
lädt.
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7.2.3 Komplexitätsmaße der PRAM

TM(n)

n ∈ IN

Definition 7.10 Die uniforme (logarithmische) Zeitkomplexität
timeM (x) einer PRAM M auf eine Eingbe x ist entsprechend wie für
die RAM in Definition 7.4 definiert, wobei die synchronen Schritte bis
zur Termination gerechnet werden. Die Zeitkomplexität TM (n) von M

ist wieder das Maximum aller ( ), wobei das Maximum über alleist wieder das Maximum aller timeM (x), wobei das Maximum über alle
Eingaben x der uniformen (logarithmischen) Größe n gerechnet wird.

4.10

4.2.3
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PM(n)

lokaler Speicher

gemeinsamer Speicher
. . . . . .M3M2M1M0M

P1 P2 P3

R1 R2 R3

R3,0

R3,1

R3,2

R2,0

R2,1

R2,2

R1,0

R1,1

R1,2

...
...

...

. . . . . .

Definition Die Prozessorkomplexität procM (x) einer PRAM M
auf einer Eingabe x ist:

procM (x) = max{i | i = 1 oder Pi führt ein WRITE aus}

Die Prozessorkomplexität PM (n) von M ist das Maximum
aller procM (x), wobei das Maximum über alle Eingaben
der uniformen (logarithmischen) Größe n gebildet wird,
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Definition 7.12 Zwei weitere wichtige Komplexitätsmaße für PRAMs
sind das Prozessor-Zeit-Produkt für die Eingabe x:

ptM (x) = timeM (x) · procM (x)

4.12

,
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Definition 7.12 Zwei weitere wichtige Komplexitätsmaße für PRAMs
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sind das Prozessor-Zeit-Produkt für die Eingabe x:

ptM (x) = timeM (x) · procM (x)

WM(n)
Operationenkomplexität

und Work, das die Gesamtzahl der Schritte aller Prozessoren, die

während der Berechnung aktiv sind nach oben hin abschätzt. Letztere

wird als

workM (x)

4.12

Thursday, December 2, 2010



Formale Grundlagen der Informatik II                                              Kap 4:  Para!ele Algorithmen  (Teil 1)                                                            Seite 23

procM(x) = PM(n) =

1
1
  
S

c
h
ri

tt
e

3
  
S

c
h
ri

tt
e

7
  
S

c
h
ri

tt
e

M
1
M
2
M
3

0
  
S

c
h
ri

tt
e

0
  
S

c
h
ri

tt
e

0
  
S

c
h
ri

tt
e

M
4
M
5

M
0

ein Beispiel

WM(n)
Operationenkomplexität

24

Definition 7.12 Zwei weitere wichtige Komplexitätsmaße für PRAMs
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sind das Prozessor-Zeit-Produkt für die Eingabe x:

ptM (x) = timeM (x) · procM (x)

WM(n)
Operationenkomplexität

und Work, das die Gesamtzahl der Schritte aller Prozessoren, die

während der Berechnung aktiv sind nach oben hin abschätzt. Letztere

wird als

workM (x)

4.12

Thursday, December 2, 2010



Formale Grundlagen der Informatik II                                              Kap 4:  Para!ele Algorithmen  (Teil 1)                                                            Seite 23

timeM(x) = TM(n) =

procM(x) = PM(n) = 3

11

1
1
  
S

c
h
ri

tt
e

3
  
S

c
h
ri

tt
e

7
  
S

c
h
ri

tt
e

M
1
M
2
M
3

0
  
S

c
h
ri

tt
e

0
  
S

c
h
ri

tt
e

0
  
S

c
h
ri

tt
e

M
4
M
5

M
0

ein Beispiel

WM(n)
Operationenkomplexität

24

Definition 7.12 Zwei weitere wichtige Komplexitätsmaße für PRAMs
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p < m

Prozessoren dieselbe Berechnung in der Zeit

t + �x

p
�

ausführen, wobei x =
�

xi

4.13
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Satz 7.13 (Brent’s scheduling principle) Wenn man eine Berech-

nung auf m = max xi Prozessoren in Zeit t ausführen kann, wobei xi

die Anzahl der Operationen im i-ten Schritt ist, dann kann man auf

p < m

Prozessoren dieselbe Berechnung in der Zeit

t + �x

p
�

ausführen, wobei x =
�

xi

Korollar 7.14 Wenn man eine Berechnung, die O(n) sequentielle Zeit braucht, auf n Prozessoren

in O(log n) Zeit ausführen kann, dann kann man diese Berechnung auf O

�
n

log n

�
Prozessoren in Zeit

O(log n) ausführen (d. h. in optimaler Zeit: O(n) = O(log n) · O

�
n

log n

�
).
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7.2.4 Beispiele für PRAM-Algorithmen

Um die Algorithmen zu beschreiben, benutzen wir den parallelen Aus-
druck

par [a ≤ i ≤ b] Si

um zu beschreiben, dass die Anweisungen Si für alle i mit a ≤ i ≤ b

parallel ausgeführt werden sollen.

4.2.4

Beispiel 7.15 Maximum finden Gegeben: n = 2m natürliche Zahlen
an, an+1, . . . , a2n−1. Gesucht wird ihr Maximum.

Algorithmus (für EREW-PRAM):
for l ← m− 1 down to 0 do

par [2l ≤ j ≤ 2l+1 − 1] aj ← max{a2j , a2j+1}

Erklärung:

4.2.4

4.15
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Folgender Algorithmus (für CRCWarb, CRCWcom, oder CRCWpri–
PRAM) kann mit n2 Prozessoren das Maximum (Minimum) von n Zah-
len in der Zeit O(1) finden.
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Prozessoren: Pij , 1 ≤ i, j ≤ n;

Input: M(0)← n, M(1)← x1, . . . ,M(n)← xn. Die Register des globa-

len Speichers erhalten die Zahlen xi, unter denen das Maximum gefunden

werden soll;

Arbeitsspeicher: Y (1), . . . , Y (n) – Register des globalen Speichers;

Output: Maximum liegt in M(0).

Algorithmus für den Prozessor Pij :

1. Y (i)← 0;

2. if M(i) < M(j) then Y (i)← 1;

3. if Y (i) = 0 then M(0)←M(i)
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then assign (Mij , sj , sj + pj) to Jj

else assign (Mij , sj , t
∗) and (Mij+1, 0, pj − (t∗ − sj)) to Jj

Analyse:
Werden die Algorithmen aus den Beispielen 1 und 2 verwendet (für die

Berechnung des Maximums und partieller Summen) dann beträgt die

Zeit O(log n), und O(n/ log n) Prozessoren werden benötigt.

7.2.5 PRAM–Hauptkomplexitätsklassen

Sei M eine beliebige PRAM–Variante. Wir bezeichnen mit

MTimeProc(T, P )

die Menge der Funktionen bzw. Sprachen, die von einer T -Zeit– und P -

Prozessorbeschränkten PRAM vom Typ M berechnet werden können.

Zwischen Prozessor- und Zeitkomplexität bei PRAMs besteht die fol-

gende Beziehung:

Satz 7.20 Seien T, P : IN → IN berechenbare Funktionen und k : IN →
IN eine rekursive Funktion, die auf RAM+ in der Zeit T berechenbar ist.
Für eine feste Konstante c gilt:

MTimeProc(T, P )⊆/MTimeProc(c · k · T, �P
k
�)

Beweis:
Um eine P -Prozessorbeschränkte PRAM M mit �P

k � Prozessoren zu

simulieren, konstruieren wir eine PRAM M � mit P � Prozessoren, die

folgendermaßen arbeitet:

P �
1 berechnet auf Eingabe n zunächst k(n). Anschließend simuliert jeder

Prozessor P �
i die Prozessoren von M , die die Prozessorkennung (PID)

(i − 1)k(n) + 1, . . . , ik(n) haben. Jeder synchrone Schritt von M wird

in k(n) Phasen simuliert, in denen nacheinander für jeden korrespon-

dierenden Prozessor sein entsprechender Schritt nachgeahmt wird. Da-

zu unterteilt P �
i seinen lokalen Speicher, um die lokalen Daten der zu

simulierenden Prozessoren speichern zu können. Zur Simulation eines

Schrittes eines Prozessors Pj lädt P �
i die zugehörigen Operanden in sei-

ne Operationsregister.

Bei CRCW-PRAMs muss dabei sichergestellt werden, dass die alten

Inhalte der Register während der gesamten Simulation eines Schrittes

FGI-2/WiSe 2006/07

Satz 7.19 Seien T, P : N → N Funktionen und k : N → N eine rekur-
sive Funktion, die auf RAM+ in der Zeit T berechenbar ist. Für eine
feste Konstante c gilt:

MTimeProc(T, P )⊆/MTimeProc(c · k · T, �P
k
�)

4.19

4.2.5
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Beweis:
Für Polynome P, T und k = P ergibt sich aus dem vorigen Satz:

CRCW+ TimeProc(T, P ) ⊆ CRCW+ TimeProc(O(P · T ), 1)

= RAM+ − Time(O(T · P )) ⊆ P
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die 1. Maschinenklasse

RAM+–Time(POL) = RAM–Timelog(POL) = P
= DTM–Time(POL) = DTM1–Time(POL)

Korollar 7.20
CRCW+ TimeProc(POL, POL) = P
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Neue Komplexitätsklasse:
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Satz 4.21 PRAM − T ime(POL) = PSPACE
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Parallel Computation Thesis There exists a standard class of (par-

allel) machine models, which includes among others all variants

of PRAM machines, and also APM, for which polynomial time is
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4.2.6 Grenzen der Parallelität

Natürliche Frage: Gibt es ein natürliches und einfaches Problem, für das
es keinen parallelen Algorithmus gibt, der schneller ist als der schnellste
sequentielle Algorithmus?

Satz 4.22 (Kung) Kein paralleler Algorithmus, der die Operationen

+,−, ∗,÷ benutzt, kann ein Polynom n-ten Grades schneller als in log n

Schritten berechnen.

Korollar 4.23 Kein paralleler Algorithmus kann xn schneller als ein

sequentieller Algorithmus berechnen.
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