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3.4 Fairness und Netzinvarianten
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Wir vergleichen die wichtigen Begriffe der Lebendigkeit und Fairness.
a) Lebendigkeit bedeutet Freiheit von unvermeidbaren partiellen Verklemmungen.
b) Fairness bedeutet Freiheit von faktischen partiellen Verklemmungen.

Definition 3.9 Ein S/T -Netz5 N = �S, T, F, W,m0� hat ein faires Verhalten, oder verhält
sich fair (behaves fairly), wenn in jeder unendlichen Schaltfolge w ∈ Fω(N ) jede Transition
t ∈ T unendlich oft vorkommt. Dabei bedeutet Fω(N ) := {w = a1a2a3 · · · ∈ Tω|∀i ∈ Nat+ :
a1a2a3 · · · ai ∈ FS(N )} (Definition von FS(N ) siehe Definition 2.9 auf Seite 46).
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Definition 5.13 Es sei N = �S, T, F,W,m0� ein S/T -Netz.

a) N schaltet produktiv oder verschleppungsfrei oder nach der ver-
schleppungsfreien Schaltregel (finite delay property), wenn

∀t ∈ T ∀m ∈ R(N ) ¬∃w ∈ Tω : m w−→∧t ist bei w permanent aktiviert ∧|w|t = 0

3.10
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a) Das Netz von Abb.5.12 ist zwar lebendig, hat aber auch unter der

verschleppungsfreien Schaltregel kein faires Verhalten (ac ac . . .
ist immer noch möglich). Das Netz verhält sich jedoch fair bei der

fairen Schaltregel.
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b) Das Netz von Abb.5.11 mit der vergröberten, und daher unteilba-

ren Transition ist lebendig. Es hat aber weder unter der verschlep-

pungsfreien noch unter der fairen Schaltregel ein faires Verhalten.
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Abbildung 5.11: Die fünf Philosophen als S/T -Netz
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c) Das Netz von Abb.5.11 ohne Vergröberung ist nicht lebendig. Un-

ter der fairen Schaltregel hat es jedoch ein faires Verhalten. Verhin-

dert man die Verklemmung durch andere Maßnahmen, z.B. indem

man höchstens 4 Philosophen in den Essraum lässt (Abb. 5.13),

dann ist das Netz lebendig und fair bei der fairen Schaltregel.
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3.4.2 Netzinvarianten
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Für alle erreichbaren Markierungen m ∈ R(N ) soll also gelten:

a) m(s) > 0→m(l) = 0

b) m(s) ≤ 1

c) m(l) > 0→m(s) = 0

Spezifikation:

a) Wenn ein Schreiber schreibt, darf kein Leser lesen

b) Es darf höchstens ein Schreiber schreiben

c) Wenn ein Leser liest, darf kein Schreiber schreiben
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Definition 3.13 Es sei N = �S, T, F, W,m0� ein S/T -Netz mit S =
{s1, . . . , sp}. Eine Gleichung der Form

�p
i=1 ki · m(si) = k mit ki, k ∈

Z heißt S-Invarianten-Gleichung6, wenn sie für alle in N erreichbaren
Markierungen m ∈ R(N ) gilt. Abkürzend wird sie auch als

�p
i=1 ki ·si =

k geschrieben.
k

• i2 : l + r + n · s = n

• i1 : lok + la + sa + l + s = n
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N a b c d e f
lok −1 0 1 −1 0 1

la 1 −1 0 0 0 0

sa 0 0 0 1 −1 0

l 0 1 −1 0 0 0

s 0 0 0 0 1 −1

r 0 −1 1 0 −n n

16: Inzidenzmatrix ∆N

∆N (t)(s) = −W (s, t) + W (t, s)

m2 = m1 + ∆N (t)

Satz 5.17 Wenn t die Mar
(m1

t−→m2), dann gilt:

Wirkungsmatrix

∼ ∼

- W(●,e)+W(e,●)
∼ ∼



Satz 5.18 (Lautenbach)
Es sei M � die Transponierte einer Matrix M und 0 ∈ ZZ|T | der Nullvek-
tor. Ist N = �S, T, F,W,m0� ein S/T -Netz mit Inzidenzmatrix ∆N und
i ∈ ZZ|S| eine ganzzahlige Lösung des linearen Gleichungssystems

∆�
N · i = 0

dann gilt i� ·m = i� ·m0 für alle erreichbaren Markierungen m ∈ R(N ).

Beweis:
(durch Indukion über R(N )):
Die Behauptung ist trivial für m = m0.
Es gelte die Behauptung für m R(

i� · m2 = i� · (m1 + ∆N (t))
= i� · m1 + i� · ∆N (t)
= i� · m1

= i� · m0

Induktionsschluss:

m2 = m1 + ∆N (t)

Satz 5.17 Wenn t die Mar
(m1

t−→m2), dann gilt:

3.16



Definition 3.17 Jede ganzzahlige Lösung i ∈ ZZ|S| \ {0} von ∆tr
N · i = 0

heißt S-Invarianten-Vektor
8 des S/T -Netzes N .
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−w + y − n · z = 0
u− y + n · z = 0

⇒ u = v
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• i2 : l + r + n · s = n

• i1 : lok + la + sa + l + s = n
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• i1 : lok + la + sa + l + s = n

• i2 : l + r + n · s = n

i�2 · m = 1 · m(l) + n · m(s) + 1 · m(r) =
i�2 · m0 = 1 · m0(l) + n · m0(s) + 1 · m0(r)

= 1 · 0 + n · 0 + 1 · n = n
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= m2 = m1 +∆N (ti1)+∆N (ti2)+ . . .+
0 = ∆ (t )+∆ (t )+ . . .+∆ (t ) =

∆N (tik) genau

∆ (⎩⎨⎧

Wann ist dieser Teil der Nu(vektor?Antwort:

von ∆N · j = 0 heißfa(s

nd w = ti1 . . . tik
Die Markierungen

t: m1
w−→m2.

der Homomorphismus ψ : Σ∗ →
Bild ψ(w) := (|w|x1 , |w|x2 , . . . , |w|xk) P

onente angibt, wie oft das Zeichen

j =

Definition 3.17 Jede ganzzahlige Lösung i ∈ ZZ|S| \ {0} von ∆tr
N · i = 0

heißt S-Invarianten-Vektor
8 des S/T -Netzes N .

Definition 5.20 Jede Lösung j ∈ IN
|T | \ {0} von ∆N · j = 0 heißt

T-Invarianten-Vektor des S/T -Netzes N .

3.18
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Satz 5.22 Es seien m1,m2 Markierungen und w = ti1 . . . tik eine
Schaltfolge, die m1 in m2 überführt: m1

w−→m2. Die Markierungen m1

und m2 sind genau dann gleich, wenn es einen T -Invarianten-Vektor
j ∈ IN

|T | derart gibt, dass jede Transition ti ∈ T genau j(i) mal in w
vorkommt, d.h.: j(i) = ψ(w)(i)

 3.20
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N a b c d e f
lok −1 0 1 −1 0 1

la 1 −1 0 0 0 0

sa 0 0 0 1 −1 0

l 0 1 −1 0 0 0

s 0 0 0 0 1 −1

r 0 −1 1 0 −n n

j 3 3 3 2 2 2

Beispiel:

1 1 1 0 0 0
0 0 0 1 1 1


