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System:  Hardware- und Software-Systeme 

System-Validierung: 

      

   - trad itio nel l: Tes ten  und  Sim ula tion 

                           am  An fan g bei  ein fac hen  Feh lern  seh r wir ksa m 

--->  abe r imm er we nig er effe ktiv , we nn kom ple xe und  

                          ver bor gen e Feh ler auf tret en,  

 --->  ins bes ond ere  bei  bei  Sys tem en mit  

Asy nch ron ität , Par alle litä t, Ne ben läu figk eit, 

 --->  Feh ler oft von  spe ziel len   

Zei tpa ram ete rn/N ach rich ten lau fze iten  abh äng ig 

 
 

   - alte rna tiv:  for ma le Ve rifi kat ion 

--->  um fas sen de Prü fun g 

--->  alle  Zw eig e des  Ve rha lten s we rde n gep rüf t 
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wic htig e Vo rge hen swe isen : 

--->   Ho are -Sy stem e (Zu sich eru nge n, Inv aria nte n) 

--->   tem por ale  Log ik 

---- > An aly se des  Zus tan dsr aum es (mo del  che cki ng) 
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Zustandsraum-Analyse/Model Checking 

Vorteil: 

---> ohne besondere Kenntnisse anwendbar 
---> bei nicht korrektem System: 

Generierung von Abläufen die zu den Fehlern 
                                                                  führen 

Nachteil: 

---> Größe des Zustandsraumes 

Abhilfe: Abhilfe: 

---> symbolisches Model Checking 
---> Faltung 
---> Symmetrien 
---> .... 

   3



Formale Grundlagen der Informatik II                                                 Kap 3:  Petrinetzee (Teil 2)                                                                Seite 4

Literatur:

E.M. Clarke et al.: Model Checking, The MIT Press, Cambridge, 1999,
[CGP99]
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Verifikation eines Systems

System-
Verhalten

System-
Spezifikation

L(TSsys) ⊆ L(TSspec)) ⊆
Lω(TSsys) ⊆ Lω(TSspec).

in Kapitel 1: 



Formale Grundlagen der Informatik II                                                 Kap 3:  Petrinetzee (Teil 2)                                                                Seite 7

Verifikation eines Systems

System-
Verhalten

System-
Spezifikation

„system   enjoys    property”

Theorem Proving:
„Systems   formula   implies property   formula.“

Model Checking: 
„Systems  semantics   is model of property   formula.“

φ =⇒ f

| M, s |= f}

L(TSsys) ⊆ L(TSspec)) ⊆
Lω(TSsys) ⊆ Lω(TSspec).

in Kapitel 1: 

Prozessalgebra
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Mode& Verhalten

Programm
(auch nebenläufiges)

State Charts

Prozessalgebra-
Modell

Petrinetz

....

Zustandsgraph

Transitionssystem

Prozessgraph

Erreichbarkeitsgraph
Markierungsgraph

....

Zustandsexplosion
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.... ....

Mode& Verhalten

Petrinetz Erreichbarkeitsgraph
Markierungsgraph

Zustandsexplosion

a

b

c

x x'

y y'

z z' xyz

c

a
b

c

c

a
b

a
b

a

c

b

x'y'z'
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Prozesse und Nebenl!u"gkeit   #               Kap 2:  Prozessalgebra  $Teil 1%                                                      Seit& 20
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1) Beschränktheit (boundedness), was die Endlichkeit des
Zustandraumes bedeutet,

2) Lebendigkeit (liveness), was die potenzielle
Ausführbarkeit bedeutet,

3) Reversibilität (reversibility), was diejenigen Systeme
charakterisiert, die immer in den Anfangszustand
zurückgesetzt werden können,

4) wechselseitiger Ausschluss (mutual exclusion), was die
Unmöglichkeit von simultanen Teilmarkierungen (p-
mutex) oder Transitionsausführungen (t-mutex) be-
deutet.

10

3.2 Elementare Systemeigenschaften
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a)

t3 t4

p4p3p2

p1t1 t2

Abbildung 5.1: Beispiele: (a) ein unbeschränktes, nicht-
lebendiges und nicht-reversibles Netz (b) ein lebendiges
Netz, das aber bei vergrößerter Anfangsmarkierung (z.B.
m0[p5] = 1) nicht lebendig ist.
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b)

a)

t3 t4

p4p3p2

p1t1 t2

t3 t4

p4

p3
p2

p1

t1 t2

p5

p6

p7

Abbildung 5.1: Beispiele: (a) ein unbeschränktes, nicht-
lebendiges und nicht-reversibles Netz (b) ein lebendiges
Netz, das aber bei vergrößerter Anfangsmarkierung (z.B.
m0[p5] = 1) nicht lebendig ist.

d

p4

p3

p2

p1

a

p5

p6

b c
p3 + p4 (+ p6) p2 + p5 (+ p6)

p1 (+ p6)

p2 + p4 (+ p6)

p3 + p5 (+ p6)

a

b c

bc

d

Abbildung 5.2: Beschränktes, lebendiges und reversibles
Netz mit Erreichbarkeitsgraph

ist es nicht lebendig. Die Vermehrung von Betriebsmitteln
(ressources) muss jedoch nicht zu einem lebendigen Netz
führen, sondern kann sogar diese Eigenschaft zerstören, wie
Abb. 5.1 b) zeigt.

Für jede Anfangsmarkierung gelten für das Netz in
Abb. 5.2 a) die folgenden Markenerhaltungsgesetze (P-
Invarintengleichungen)

m[p1] + m[p2] + m[p3] = m0[p1] + m0[p2] + m0[p3] = k1(m0)

m[p1] + m[p4] + m[p5] = m0[p1] + m0[p4] + m0[p5] = k2(m0)

m[p6] = m0[p6] = k3(m0)

PNL/2002-03

3.1

Regulationskreis

Regulationskreis
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d

p4

p3

p2

p1

a

p5

p6

b c
p3 + p4 (+ p6) p2 + p5 (+ p6)

p1 (+ p6)

p2 + p4 (+ p6)

p3 + p5 (+ p6)

a

b c

bc

d

Abbildung 5.2: Beschränktes, lebendiges und reversibles
Netz mit Erreichbarkeitsgraph
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3.2
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m[p1] + m[p2] + m[p3] = m0[p1] + m0[p2] + m0[p3] = k1(m0)

m[p1] + m[p4] + m[p5] = m0[p1] + m0[p4] + m0[p5] = k2(m0)

m[p6] = m0[p6] = k3(m0)

Platz-Invarianten-Gleichungen
d

p4

p3

p2

p1

a

p5

p6

b c
p3 + p4 (+ p6) p2 + p5 (+ p6)

p1 (+ p6)

p2 + p4 (+ p6)

p3 + p5 (+ p6)

a

b c

bc

d
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m[p1] + m[p2] + m[p3] = m0[p1] + m0[p2] + m0[p3] = k1(m0)

m[p1] + m[p4] + m[p5] = m0[p1] + m0[p4] + m0[p5] = k2(m0)

m[p6] = m0[p6] = k3(m0)

m[p1] ≤ min(k1(m0), k2(m0))

m[pi] ≤ k1(m0); i = 2, 3

m[pj ] ≤ k2(m0); j = 4, 5

m[p6] = k3(m0)

Platz-Invarianten-Gleichungen

d

p4

p3

p2

p1

a

p5

p6

b c

14



Formale Grundlagen der Informatik II                                                 Kap 3:  Petrinetzee (Teil 2)                                                                Seite 15
∀p ∈ P

3

2

p1

t1

p3p2

t2

t1

p1
das “kleinste” unbeschränkte
 Netz?

das “kleinste” beschränkte Netz?
p1

t1

t3 p3

(1) Sei k ∈ N. Dann heißt ein Platz p ∈ P k-beschränkt (k-bounded) in N ,
falls ∀m ∈ R(N ) : m(p) ≤ k∀ ∈ N ≤

(2) p heißt beschränkt (bounded) in N , falls ∃k ∈ N ∀m ∈ R(N ) : m(p) ≤ k
(3) heißt -beschränkt bzw. beschränkt, wenn alle Plätze -beschränkt bzw.N ∃ ∈ N ∀ ∈ N ≤
(3) N heißt k-beschränkt bzw. beschränkt, wenn alle Plätze k-beschränkt bzw.

beschränkt sind.

, falls ∃k ∈ N ∀
ankt, wenn alle Pl

N ∀m ∈ R(N ) :
ankt, wenn alle Plätze -beschr

) : m(p) ≤ k
-beschränkt bzw.

Seite  85
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3

p1

t1

p3p2

t2

(3) 〈N ,m 〉 heißt beschränkt, wenn alle Plätze beschränkt sind.
(4) 〈N ,m0〉 heißt verklemmungsfrei (deadlock-free) falls

∀m ∈ R(N ,m0). ∃t ∈ T : m t
−→

(5) t heißt lebendig (live) in 〈N ,m0〉 falls

∀m ∈ R(N ,m0). ∃σ ∈ T ∗ : m σt
−→m′

(6) 〈N ,m0〉 heißt lebendig falls alle Transitionen lebendig sind.
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3

p1
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p3p2
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(3) 〈N ,m 〉 heißt beschränkt, wenn alle Plätze beschränkt sind.
(4) 〈N ,m0〉 heißt verklemmungsfrei (deadlock-free) falls

∀m ∈ R(N ,m0). ∃t ∈ T : m t
−→

(5) t heißt lebendig (live) in 〈N ,m0〉 falls

∀m ∈ R(N ,m0). ∃σ ∈ T ∗ : m σt
−→m′

(6) 〈N ,m0〉 heißt lebendig falls alle Transitionen lebendig sind.

t1

p1

t2
verklemmungs(ei aber nicht lebendig
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(7) m ∈ R(N ,m0) heißt a Rücksetzzustand (home state) falls
∀m′ ∈ R(N ,m0). ∃σ ∈ T ∗: m′ σ

−→m
(8) 〈N ,m0〉 heißt reversibel (reversible) falls

∀m ∈ R(N ,m0). ∃σ ∈ T ∗ : m σ
−→m0

p1

t1

p3

t2

t3

Ein Netz ist reversibel, fa&s m0 ein Rücksetzzustand ist.

18
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(9) wechselseitiger Ausschluss (mutual exclusion) in 〈N ,m0〉:
pi und pj sind in Markierungs-Ausschluss (marking mutual exclusion) falls
!m ∈ R(N ,m0): (m[pi] > 0) ∧ (m[pj ] > 0)
ti und tj sind in Schalt-Ausschluss (firing mutual exclusion) falls
!m ∈ R(N ,m0) : m ≥ W (•, ti) + W (•, tj)]

d

p4

p3

p2

p1

a

p5

p6

b c
p3 + p4 (+ p6) p2 + p5 (+ p6)

p1 (+ p6)

p2 + p4 (+ p6)

p3 + p5 (+ p6)

a

b c

bc

d
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m ∈ R(N ,m ) : m ≥ W (•, ti) + W (•, tj)]
(10) Strukturelle Eigenschaften :

N heißt strukturell beschränkt (structurally bounded) falls ∀m0: 〈N ,m0〉 ist beschränkt
N heißt strukturell lebendig (structurally live) falls ∃m0 : 〈N ,m0〉 ist lebendig

p1

t1

p3

t2

t3

p1

t1

p3

t2

t3

20

strukturell beschränkt strukturell nicht beschränkt

p1

t1

p3

t2

t3

p1

t1

p3

t2

t3

2

2

egal, wie
viele Marken
verwendet
werden

Die Struktur erzwingt Beschränktheit.
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m ∈ R(N ,m ) : m ≥ W (•, ti) + W (•, tj)]
(10) Strukturelle Eigenschaften :

N heißt strukturell beschränkt (structurally bounded) falls ∀m0: 〈N ,m0〉 ist beschränkt
N heißt strukturell lebendig (structurally live) falls ∃m0 : 〈N ,m0〉 ist lebendig

21

strukturell lebendig

3

2

p1

t1

p3p2

t2

p1

t1

p3

t2

t3

p1

t1

p3

t2

t3

strukturell nicht lebendig

Die Struktur
erlaubt eine 

lebendige 
Anfangsmarkierung.
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7)  B L R

0)  B L R 1)  B L R

2)  B L R 3)  B L R

4)  B L R 5)  B L R

6)  B L R

Abbildung 5.4: Beschränktheit (B), Lebendigkeit (L) und
Reversibilität (R) sind unabhängige Eigenschaften

22

3.4
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7)  B L R

0)  B L R 1)  B L R
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3.4
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3.3 Verifikation durch den Erreichbarkeitsgra-
phen

Verifikationsmethoden für Petrinetze:

a) enumerative Methoden:

Analyse des Erreichbarkeitsgraphen

b) Transformationen

Reduktion

c) strukturelle Analyse

lineare Algebra-Methoden (P-Invarianten, T-Invarianten)

graphenbasierte Methoden
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Definition 5.4 Der Erreichbarkeitsgraph eines Netzsy-
stems S = 〈N ,m0〉 ist ein gerichteter Graph RG(S) =
(V, E), mit Knotenmenge V = R(S) und Kantenmenge
E = {〈m, t,m′〉|m,m′ ∈ R(S) und m t

−→m′}.

p1+p3+p6+p10+p14

p2+p3+p6+p7+p9+p14

p4+p5+p6+p7+p9+p14

p1+p4+p8+p9+p14
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Algorithmus 3.1 (Berechnung des Erreichbarkeitsgraphen)

Input - Das Netzsystem S = �N ,m0�
Output - Der gerichtete Graph RG(S) = (V, E), falls das Netzsystem beschränkt ist.

1. Initialisiere RG(S) = ({m0}, ∅); m0 sei ungefärbt;
2. while Es gibt ungefärbte Knoten in V . do

2.1 Wähle einen ungefärbte Knoten m ∈ V und färbe ihn.
2.2 for Für jede in m aktivierte Transition t do

2.2.1 Berechne m� mit m t−→m�;
2.2.2 if Es gibt einen Knoten m�� ∈ V derart, dass m�� σ−→m� und m�� < m�.

then Der Algorithmus terminiert ohne Ergebnis.;
(Das Netzsystem ist unbeschränkt.)

2.2.3 if Es gibt keinen Knoten m�� ∈ V derart, dass m�� = m�

then V := V ∪ {m�}, wobei m� ein ungefärbter Knoten sei.
2.2.4 E := E ∪ {�m, t,m��}

3. Der Algorithmus terminiert mit Ergebnis. (RG(S) ist der Erreichbarkeitsgraph.)
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Abbruchkriterium dient: das System S = 〈N ,m0〉 ist genau
dann unbeschränkt, wenn es zwei erreichbare Markierungen
m,m′ ∈ RS(S) gibt, die folgende Bedingungen erfüllen:

a) ∃σ ∈ T ∗ : m σ
−→m′

b) m≤/ m′

Als

m

m'

≤

σ

m''

≤

σ

m'''
≤ σ

27



Formale Grundlagen der Informatik II                                                 Kap 3:  Petrinetzee (Teil 2)                                                                Seite 

3

2

p1

t1

p3p2

t2





2

1

0





3

2

p1

t1

p3p2

t2





1

0

3





t1





2

3

4





3

2

p1

t1

p3p2

t2





2

2

2





t2

t1

t2

≤
≤

28



Formale Grundlagen der Informatik II                                                 Kap 3:  Petrinetzee (Teil 2)                                                                Seite 29

Algorithmus 3.1 (Berechnung des Erreichbarkeitsgraphen)

Input - Das Netzsystem S = �N ,m0�
Output - Der gerichtete Graph RG(S) = (V, E), falls das Netzsystem beschränkt ist.

1. Initialisiere RG(S) = ({m0}, ∅); m0 sei ungefärbt;
2. while Es gibt ungefärbte Knoten in V . do

2.1 Wähle einen ungefärbte Knoten m ∈ V und färbe ihn.
2.2 for Für jede in m aktivierte Transition t do

2.2.1 Berechne m� mit m t−→m�;
2.2.2 if Es gibt einen Knoten m�� ∈ V derart, dass m�� σ−→m� und m�� < m�.

then Der Algorithmus terminiert ohne Ergebnis.;
(Das Netzsystem ist unbeschränkt.)

2.2.3 if Es gibt keinen Knoten m�� ∈ V derart, dass m�� = m�

then V := V ∪ {m�}, wobei m� ein ungefärbter Knoten sei.
2.2.4 E := E ∪ {�m, t,m��}

3. Der Algorithmus terminiert mit Ergebnis. (RG(S) ist der Erreichbarkeitsgraph.)
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Invarianz-Eigenscha+en
a) Markierungs-Invarianz

b) Lebendigkeits-Invarianz

30
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det. Die Sys
prädikate Πh Markierungs-

∑

p∈A

kpm[p] ≤ k

wobei kp und k rationale Konstanten und A eine Teilmenge
der Plätze ist.

Spezifikationssprache durch: 

Alle aussagenlogischen Formeln mit Atomen der Form:
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Definition 5.5 Eine Markierungs-Invarianzeigenschaft
(marking invariance property)
eines Netzsystems S = 〈N ,m0〉 ist ein Prädikat der Form
∀m ∈ RS(S) . Π(m) oder
∀m ∈ RS(S) .∃t ∈ T . Π(m), wobei Π ein Markierungs-
prädikat ist.

Beispiele dazu sind:

1) k-Beschränktheit (k-boundedness) eines Platzes p:
∀m ∈ RS(S) .m[p] ≤ k.

2) Markierungs-Ausschluss (marking mutual exclusion)
zwischen p und p′:
∀m ∈ RS(S) . ((m[p] = 0) ∨ (m[p′] = 0))2.

3) Verklemmungsfreiheit (deadlock-freeness): ∀m ∈
RS(S) .∃t ∈ T . W (•, t) ≤ m.

∑

p∈A

kpm[p] ≤ k

32
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Algorithmus 5.2 (Entscheiden einer Markierungs-
Invarianzeigenschaft)

Input - Der Erreichbarkeitsgraph RG(N ,m0). Die Markierungs-Invarianzeigenschaft Π.
Output - TRUE falls die Eigenschaft Π erfüllt ist; FALSE falls die Eigenschaft Π nicht erfüllt ist.

1. Initialisiere alle Elemente von RS(S) als ungefärbt.
2. while Es gibt einen ungefärbten Knotenm ∈ RS(S) do

2.1 Wähle einen einen ungefärbten Knotenm ∈ RS(S) und färbe ihn.
2.2 ifm erfüllt nicht Π.

then return FALSE (Die Eigenschaft Π ist nicht erfüllt.)
3. Return TRUE

33

2.4



Formale Grundlagen der Informatik II                                                 Kap 3:  Petrinetzee (Teil 2)                                                                Seite 

Beispiel 5.6 Analyse von Markierungs-
Invarianzeigenschaften Betrachte das Netzsystem in
Abb. 5.2, für das RS(S) = {p1 +p6, p2 +p4 +p6, p3 +p4 +p6,
p2 +p5 +p6, p3 +p5 +p6} gilt. Die Anwendung des Algorith-
mus 5.2 zur Überprüfung des Markierungsausschlusses der
Plätze p5 und p6 (d.h. Π(m) = (m[p5] = 0) ∨ (m[p6] = 0))
beginnt damit, dass alle Elemente von RS(S) ungefärbt sind
(Schritt 1). Dann werden die Markierungen nacheinander
geprüft bis p2 +p5 +p6 erreicht wird. Hier wird das Prädikat
Π als ungültig festgestellt und der Algorithmus terminiert
mit FALSE.

d

p4

p3

p2

p1

a

p5

p6

b c
p3 + p4 (+ p6) p2 + p5 (+ p6)

p1 (+ p6)

p2 + p4 (+ p6)

p3 + p5 (+ p6)

a

b c

bc

d
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Beispiele dazu sind:

1) Lebendigkeit von t (liveness of t): ∀m ∈ RS(S) .∃m′ ∈
RS(N ,m) . W (•, t) ≤ m′.

2) mH ist Zücksetzzustand (home state): ∀m ∈
RS(S) .∃m′ ∈ RS(N ,m) .m′ = mH .

3) Reversibilität (reversibility): ∀m ∈ RS(S) .∃m′ ∈
RS(N ,m) .m′ = m0.

R

Definition 5.7 Eine Lebendigkeits-Invarianzeigenschaft
(liveness invariance property)
eines Netzsystems S = 〈N ,m0〉 ist ein Prädikat der Form
∀m ∈ RS(S) .∃m′ ∈ RS(N ,m) . Π(m′), wobei Π ein
Markierungsprädikat ist.
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Definition 5.8 Ein Pfad von m1 nach mk in einem
Erreichbarkeitsgraphen RG(S) = (V, E) ist eine Fol-
ge m1 . . .mimi+1 . . .mk (k ≥ 2) seiner Knoten mit
〈mi, ti,mi+1〉 ∈ E für alle i ∈ {1, . . . , k − 1} und jeweils
ein t ∈ T . Ein Teilgraph von RG(S) heißt streng zu-
ein ti ∈ T . Ein Teilgraph von RG(S) heißt streng zu-
sammenhängend (strongly connected) falls er entweder nur
aus einem Knoten besteht oder zwischen je zwei verschie-
denen seiner Knoten ein Pfad existiert. Seine Knotenmenge
heißt Zusammenhangskomponente(ZK). Eine maximale ZK

heißt strenge Zusammenhangskomponente (SZK) (strongly
connected component) von RG(S). Sie heißt triviale Zu-
sammenhangskomponente falls sie nur einem Knoten ohne
Schleife besteht und terminale strenge Zusammenhangskom-
ponente, falls von keinem ihrer Knoten eine Kante zu einem
Knoten m ausgeht, der nicht in ihr liegt.

aus

36
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ßt strenge Zusammenhangskomponente (SZK)

9 Der reduzierte Graph RGc(S)
arkeitsgraphen RG(S) = (V, E) ha
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ßt strenge Zusammenhangskomponente (SZK)

9 Der reduzierte Graph RGc(S)
arkeitsgraphen RG(S) = (V, E) ha

terminale SZK

Ist t lebendig?
t

t

t
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Definition 5.9 Der reduzierte Graph RGc(S) = (Vc, Ec)
eines Erreichbarkeitsgraphen RG(S) = (V, E) hat als Kno-
tenmenge die SZKs von RG(S), d.h. Vc := {C1, . . . , Cr}.

Die Kantenmenge ist Ec := {〈Ci, t, Cj〉| Es gibt eine Kante
〈mi, t,m′

j〉 ∈ E derart, dass m bzw. m′ in SZKs Ci bzw. Cj

liegen und Ci $= Cj gilt.}
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Algorithmus 5.3 (Entscheiden einer Lebendigkeits-
Invarianzeigenschaft)

Input - Der Erreichbarkeitsgraph RG(N ,m0). Die Lebendigkeits-Invarianzeigenschaft Π.
Output - TRUE falls die Eigenschaft Π erfüllt ist; FALSE falls die Eigenschaft Π nicht erfüllt ist.

1. Berechne die strengen Zusammenhangskomponenten (SZKs) C1, . . . , Cr von RG(N ,m0).
2. Berechne den Graphen RGc(S) = (Vc, Ec) durch Wandeln der SZKs C1, . . . , Cr in jeweils einen Knote

d.h. Vc = {C1, . . . , Cr}. 〈Ci, t, Cj〉 ∈ Ec genau dann, wenn eine Kante 〈m, t,m′〉 ∈ E
derart existiert, dassm in der SZK Ci undm′ in der SZK Cj liegt und i $= j gilt.

3. Berechne die Menge F der terminalen SZKs von RGc(S).
4. while es gibt Ci ∈ F do

4.1 if Ci enthält keine Markierungm′, die Π erfüllt.
then return FALSE

4.2 Entferne Ci aus F
5. Return TRUE

40
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Beispiel 5.10 Analysis einer Lebendigkeits-
Invarianzeigenschaft Wir betrachten das Netzsy-
stem von Abb.5.3 b) mit dem Erreichbarkeitsgraphen
von Abb. 5.8. Um den Algorithmus 5.3 auszuführen,
müssen zunächst die SZKs berechnet werden. Diese
sind schon in Abb. 5.8 durch die Bereiche C1, C2 und
C3 eingezeichnet, wobei C2 und C3 terminal sind. Wir
prüfen die Lebendigkeitseigenschaft (∀m ∈ RS(S) .∀t ∈
T .

[
∃mt ∈ RS(〈N ,m〉) .mt ≥ W (•, t)

]
).
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