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Prüfungsstoff für Diplomstudierende, die FGI 2 im WiSe 2010/2011  gehört haben 
und sich in PNL prüfen lassen. 
 
Der Vorlesungsstoff der Vorlesung enthält Teile, die Diplomstudierenden auch in anderen 
Vorlesungen geboten werden. Er wird deshalb nicht in der mündlichen Prüfung zu PNL 
abgefragt. Falls der Stoff in der Vorlesung F4 vorkam, so kann in der mündlichen Prüfung so 
darauf Bezug genommen werden, wie dies für jeden Stoff des Grundstudiums gilt. 
 
Verbindlich sind alle Teile des FGI2-Skriptes zum WiSe 2010/2011 bis auf den Abschnitt 
1.4.4 und die Kapitel 4 und 6. 
 
 
Rüdiger Valk 
September 2010 
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FGI 2 zu hören. 
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September 2010 
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Abbildung 1.1: Getränkeautomat

1.1 Transitionssysteme 5

als Endzustand zu wählen. Transitionsetiketten dienen oft dazu,

interne von extern sichtbaren Aktionen zu unterscheiden. So könnte

man hier Σ := {1e,Tee,Kaffee,Tee einfüllen,Kaffee einfüllen} und

[EA(a) := �, falls a ∈ {Tee kochen,Kaffee kochen} und a sonst] wählen.

Wählt man statt der Aktionsfolgen die entsprechenden Bilder unter EA,

dann sind {Tee kochen,Kaffee kochen} als interne Aktionen unsichtbar.

Abbildung 1.2 b) zeigt eine entsprechende Darstellung.
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Abbildung 1.2: a) Getränkeautomat als Transitionssystem und mit in-

ternen Transitionen in b)

Endliche Automaten (Abschnitt 1.3) sind endliche Transitionssysteme.

Die Semantik von Petrinetzen (Kapitel 2) und Harel-Graphen (Kapi-

tel 3) wird ebenfalls durch Transitionssysteme
3

beschrieben, hier meist

ohne Endzustände. In der Prozessalgebra (Kapitel 4) werden Transiti-

onssysteme
3

mit nur einem Endzustand benutzt. Beim Model-Checking

(Kapitel 5) kommen Transitionssysteme mit Endzuständen zum Einsatz,

bei denen statt der Aktionen Aussagen in den Zuständen betrachtet wer-

den.

Das dynamische Verhalten (
”
die Semantik“) eines Transitionssystems

wird durch die erreichbaren Zustände und durch seine (endlichen

oder unendlichen) Transitions- bzw. Aktionsfolgen beschrieben. Statt

(s1, a, s�
1) ∈ tr wird meist die intuitivere Schreibweise s1

a→ s�
1 benutzt.

Definition 1.4 Für ein Transitionssystem TS = (S, A, tr, S0, SF
) wird

die Transitionsrelation s1
a→ s�

1 :⇔ (s1, a, s�
1) ∈ tr wie folgt auf A∗

erweitert (dabei sei � ∈ A∗ das leere Wort und w ∈ A+, a ∈ A, s1, s�
1 ∈

S):
3nicht notwendigerweise endlichen

FGI-2/WiSe 2008/09

dazu:  
„akzeptierender Automat“
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Definition 1.1 Ein Transitionssystem TS = (S, A, tr, S0, SF ) besteht
aus

a) einer Menge S von Zuständen,

b) einer endlichen Menge A von Aktionen oder Transitionen,

c) einer Transitionsrelation tr ⊆ S ×A× S,

d) einer Menge S0 ⊆ S von Anfangszuständen und

e) einer Menge SF ⊆ S von Endzuständen,

S = {s0, · · · , s5},
kochen,Tee einfüllen,Kaffee einf

A =
einfullen

onssystem TS = (S, A, tr, s0) mit S = {s0, · · · , s5}, A =
{1e,Tee,Kaffee,Tee kochen,Kaffee kochen,Tee einfüllen,Kaffee einfüllen}
und = ( 1e ) ( Tee ) . Es ist sinnvoll, F =,Tee,Kaffee,Tee kochen,Kaffee kochen,Tee

und tr = {(s0, 1e, s1), (s1,Tee, s2), · · · }. Es ist sinnvoll,

ullen,Kaffee einfüllen}
. Es ist sinnvoll, SF = {s0}

S, A, tr, S0, S
¨ }

= {s0}
s0

1e−→ s1

Kaffee

Tee

1 !

) sind endliche akeptierende nichtdeterministische Auto-
), wie sie in der Vorlesung FGI 1 in der Form A = (Q,Σ, δ, S0, F ) behandelt

) sind die reguären Sprachen, deren De-
NFA
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Definition 1.2 Eine Transitionsetikettenfunktion eines Transitionssy-
stems TS = (S, A, tr, S0, SF ) ist eine Abbildung EA : A → Σ ∪ {�}.
Dabei ist Σ das Etikettenalphabet und � das leere Wort 2.

extern

a

b c

f i

intern

d g

technisch
semantisch



1.1 Transitionssysteme 5

als Endzustand zu wählen. Transitionsetiketten dienen oft dazu,

interne von extern sichtbaren Aktionen zu unterscheiden. So könnte

man hier Σ := {1e,Tee,Kaffee,Tee einfüllen,Kaffee einfüllen} und
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Dabei ist Σ das Etikettenalphabet und � das leere Wort 2.

� �intern
extern

mögliche Zustände:            Erreichbarkeitsmenge
mögliche (terminale) Aktionsfolgen:   Sprache
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Abbildung 1.3: Getränkeautomat als Transitionssystem mit abstrakten
Transitionsbezeichern
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• R(TS, S1) := {s ∈ S | ∃w ∈ A∗, s1 ∈ S1 : s1
w→ s} als Menge der

von S1 aus in TS erreichbaren Zustände und

• R(TS) := R(TS, S0) als Erreichbarkeitsmenge von TS.

s0im Beispiel oben:
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s0

• AS(TS, S1) := {w ∈ A∗ | ∃s1 ∈ S1, s�
1 ∈ S : s1

w→ s�
1} als Menge

der von S1 aus in TS möglichen Aktionsfolgen und

• AS(TS) := AS(TS, S0) als Aktionsfolgenmenge von TS definiert.

TS = (S, A, tr, s0) gilt beispielsweise

und abdedfac ∈ AS(TS). Definiert man

}) dann gilt

) dann gilt acgiabdededf ∈ L(TS). Ein Bei-

) ist ( )
ω
. Dabei bedeutet

• FS(TS) := {w ∈ A∗ | ∃s1 ∈ S0, s�
1 ∈ SF : s1

w→ s�
1} ist die

terminale Aktionsfolgenmenge von TS. Diese Menge heißt oft auch
akzeptable Aktionsfolgenmenge oder akzeptierte Sprache und wird
als L(TS) bezeichnet.

• EA(TS) :=
akzeptierte Etikettensprache

Aktions-Sequenzen

Finale Aktions-Sequenzen
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Sprachen unendlicher Folgen/Wörter

sei Aω die Menge der unendlichen
:= A∗ ∪Aω sei die Menge der endli-

¨
Folgen von Zeichen aus A und
chen oder unendlichen Folgen von Zeichen aus

. w ∈ Aω wird als w = a0a1a2 · · · dargestellt. F
inf(w) := {a ∈ A|a kommt in w unendlich oft vor

0 1 2 · · · ∩
akzeptabel. Lω

(TS) =

ble (oder akzeptierte) -Sprache

? TS

s0

oder

, S ) ein Pfad
∩ SF

=

{w ∈a a

ab
b b c

c

c

als L(TS) bezeichnet.
⊆ ∈ · · ·

ur eine solche Folge sei infinite(w) := {a ∈ A|a kommt in w unendlich oft vor}.
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in einem Transitionssystem TS =
und infinite(s0s1s2 · · · )∩SF �= ∅

{ ∈ ω|w ist akzeptabel} ist
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0 1 2 · · · ∩
akzeptabel. Lω

(TS) =

ble (oder akzeptierte) -Sprache

? TS

s0

oder

, S ) ein Pfad
∩ SF

=

{w ∈a a

ab
b b c

c

c

ur eine unendliche Folge w = a0a1a2 · · ·
) ein Pfad a

= a0a1a2 · · · in einem Transitions-
ein Pfad s0

a0→ s1
a1→ s2

a2→ s3 · · ·
∅ existiert, dann heißt w akzeptiert

die von TS akzeptierte ω-Sprache

⇔
→

existiert, dann heißt w akzeptiert

ist die

∈
oder akzeptabel.
ble (oder akzeptierte)

w
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acgiabdededf ∈aus Lω
(TS) der Endzustand

ist es nicht m

{ }
abdededf(acgi)ω. Dabei bedeutet (
bei Folgen aus∈

) ist abdededef(acgi)ω
. Dabei bedeutet

unendlich oft wiederholt wird. Da bei Folgen
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zurück zu Sprachen endlicher Folgen/Wörter

Zwei Transitionssysteme
( 0) heißen folgen

TS1 = (S1, A, tr1, S0
1)

folgenäquivalent, falls sie die gleiche Menge von
TS1 = (S1, A, tr1, S0

1)
folgenäquivalent, falls sie die gleiche Menge von

„folgenäquivalent“,     fa&s 

Aktionsfolgen haben, d. TS1 ∼AS TS2 :⇔ AS(TS1) = AS(TS2)
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Haben die beiden Systeme tatsächlich dasselbe „Verhalten“?
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Definition 1.7 Gegeben seien für i ∈ {1, 2} zwei Transitionssysteme
TSi = (Si, A, tri, S0

i , SF
i ) mit Endzuständen (und der gleichen Aktions-

menge A)5. Eine (aktionsbasierte) Bisimulation für (TS1, TS2) ist eine
binäre Relation B ⊆ S1 × S2, für die folgendes gilt:

a) ∀s0 ∈ S0
1 ∃r0 ∈ S0

2 : (s0, r0) ∈ B
∀r0 ∈ S0

2 ∃s0 ∈ S0
1 : (s0, r0) ∈ B

B

→ ⇒ ∃ ∈ → ∧

c) ∀(s, r) ∈ B : s ∈ SF
1 ⇔ r ∈ SF

2
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Definition 1.7 Gegeben seien für i ∈ {1, 2} zwei Transitionssysteme
TSi = (Si, A, tri, S0

i , SF
i ) mit Endzuständen (und der gleichen Aktions-

menge A)5. Eine (aktionsbasierte) Bisimulation für (TS1, TS2) ist eine
binäre Relation B ⊆ S1 × S2, für die folgendes gilt:

B

s1
a→1 s2

r1
a→2 r2 !

∀ ∈ ∃ ∈ ∈ B

b) Für alle (s1, r1) ∈ B gilt:
s1

a→1 s2 ⇒ ∃r2 ∈ S2 : r1
a→2 r2 ∧ (s2, r2) ∈ B

a : a ( )

B

s1 →1 s2 ⇒ ∃r2 ∈ S2 : r1 →2 r2 ∧ (s2, r2) ∈ B
r1

a→2 r2 ⇒ ∃s2 ∈ S1 : s1
a→1 s2 ∧ (s2, r2) ∈ B
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TS1 und TS2 heißen bisimilar (in Zeichen TS1 ↔ TS2) falls eine sol-
che Bisimulationsrelation B existiert. Zustände mit (s, r) ∈ B heißen
bisimilar (in Zeichen s↔ r).

r1
a→2 r2

10 Kapitel 1: Transitionssysteme und formale Sprachen
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Satz 1.8 Wenn zwei elementare Transitionssysteme TSi =
(Si, A, tri, S0

i , SF
i ) mit Endzuständen (und der gleichen6 Aktionsmenge

A und i ∈ {1, 2}) bisimilar sind, dann sind sie auch akzeptanzäquiva-
lent, aber nicht umgekehrt,
d.h.: TS1 ↔ TS2 ⇒ TS1 ∼L TS2).

Anmerkung: Da SF
1 = S1 und SF

2 = S2 als Spezialfall enthalten ist,
gilt auch
TS1 ↔ TS2 ⇒ AS(TS1) = AS(TS1)

Beweis:
Sei TS1 ↔ TS2. Wir beweisen zunächst (s0

w→1 s1 ∧ s0 ↔ r0) ⇒ (∃r1 :
r0

w→2 r1 ∧ s1 ↔ r1) durch Induktion über die Wortlänge |w|:

Induktionsanfang w = �: In diesem Fall gilt s1 = s0 und r1 kann als r0

gewählt werden.

Induktionsschritt w = va mit v ∈ A∗, a ∈ A: Sei also s0
va→1 s2 und

s0 ↔ r0. Dann gibt es ein s1 ∈ S1 mit s0
v→1 s1

a→1 s2. Nach Indukti-
onsvoraussetzung gibt es einen Zustand r1 mit r0

v→2 r1 und s1 ↔ r1.
Wegen Definition 1.7 b) gibt es r2 mit r1

a→2 r2 und s2 ↔ r2. Also gilt
r0

va→2 r2 und s2 ↔ r2.

!

s0
v→1 s1

a→1 s2

r0
v→2 r1

a→2 r2

6
Das ist keine echte Einschränkung, da dies durch Obermengenbildung immer zu

erreichen ist.

FGI-2/WiSe 2008/09
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Satz 1.8 Wenn zwei Transitionssysteme TSi = (Si, A, tri, S0
i , SF

i ) mit Endzuständen (und der
gleichen7 Aktionsmenge A und i ∈ {1, 2}) bisimilar sind, dann sind sie auch akzeptanzäquiva-
lent, aber nicht umgekehrt,
d.h.: TS1 ↔ TS2 ⇒ TS1 ∼L TS2).

zum Beweis: vo&ständige Induktion über die Wortlänge
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Satz 1.8 Wenn zwei Transitionssysteme TSi = (Si, A, tri, S0
i , SF

i ) mit Endzuständen (und der
gleichen7 Aktionsmenge A und i ∈ {1, 2}) bisimilar sind, dann sind sie auch akzeptanzäquiva-
lent, aber nicht umgekehrt,
d.h.: TS1 ↔ TS2 ⇒ TS1 ∼L TS2).

Induktions-
Anfang

Voraussetzung
Behauptung

zum Beweis einer Eigenscha' α(n) bzw α(w):
vo&ständige Induktion über:

α(0) α(�)
�

a b

abaa ba bb

w
wa wb

0

1

n
n + 1

urliche Zahlen N = {0, 1, 2, 3, · · · }
urliche Zahlen N+ = 1 2 3

A∗ = {a, b}∗

α(n + 1)

α(n)

α(1)

α(w)

α(wa) α(wb)

α(a) α(b)

α(ab)α(aa) α(ba) α(bb)
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Satz 1.8 Wenn zwei Transitionssysteme TSi = (Si, A, tri, S0
i , SF

i ) mit Endzuständen (und der
gleichen7 Aktionsmenge A und i ∈ {1, 2}) bisimilar sind, dann sind sie auch akzeptanzäquiva-
lent, aber nicht umgekehrt,
d.h.: TS1 ↔ TS2 ⇒ TS1 ∼L TS2).

s0 →

r0Induktions-
Anfang

mit v ∈ A∗, a
mit
→

s0
v→1 s1

r0
v→2 r1

Voraussetzung

→2 2

!

s1
a→1 s2

r1
a→2 r2

Behauptung

∗, a ∈ A: Sei also
mit v

zum Beweis: vo&ständige Induktion über die Wortlänge
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w→1 s1 ∧ s0 ↔ r0) ⇒ (∃r1 :
r0

w→2 r1 ∧ s1 ↔ r1) durch Induktion über die Wortlänge |w|:

Induktionsanfang w = �: In diesem Fall gilt s1 = s0 und r1 kann als r0

gewählt werden.

Induktionsschritt w = va mit v ∈ A∗, a ∈ A: Sei also s0
va→1 s2 und

s0 ↔ r0. Dann gibt es ein s1 ∈ S1 mit s0
v→1 s1

a→1 s2. Nach Indukti-
onsvoraussetzung gibt es einen Zustand r1 mit r0

v→2 r1 und s1 ↔ r1.
Wegen Definition 1.7 b) gibt es r2 mit r1

a→2 r2 und s2 ↔ r2. Also gilt
r0

va→2 r2 und s2 ↔ r2.

!

s0
v→1 s1

a→1 s2

r0
v→2 r1

a→2 r2

6
Das ist keine echte Einschränkung, da dies durch Obermengenbildung immer zu

erreichen ist.

FGI-2/WiSe 2008/09

nicht

⇒

?



Formale Grundlagen der Informatik II                    Kap 1: Transitionssysteme und Verifikation  (Teil 1)                                   Seite 

1.2 Produkte von Transitionssystemen

TS1 TS2

a) Rendezvous-Synchronisation
handshake synchronisation

b) Speicher-Synchronisation

c) Nachrichten-Synchronisation

TS1 TS2

TS1 TS2

36
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Sender EmpfängerKanal

c) Nachrichten-Synchronisation

TS1 TS2

37

a1b dc1
a2

a2

c2

c2

Sync = {(a1,a2),(c1,c2)}
γ(a1,a2) = a,  γ(c1,c2) = c
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Sender EmpfängerKanal

c) Nachrichten-Synchronisation

TS1 TS2

a1b dc1
a2

a2

c2

c2

Sync = {(a1,a2),(c1,c2)}
γ(a1,a2) = a,  γ(c1,c2) = c}
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TS1 TS2

genannt wird. Die zu synchronisierenden Transi-
tionspaare werden durch eine Relation Sync ⊆ A1 × A2

nach dem Umfang dieser Relation ist das resultierende Produkttransiti-

a) Sync ⊆ A1 ×A2 eine Synchronisations-Relation,

Die Kommunikationsabbildung γ ist optional.

b) γ :

Definition 1.9 Gegeben seien zwei Transitionssysteme TSi =
(Si, Ai, tri, S0

i , SF
i ) (i ∈ {1, 2}) (mit nicht notwendig gleichen Aktions-

mengen Ai). Das Produkttransitionssystem von TS1 und TS2 wird als
Transitionssystem
TS1 ⊗Sync TS2 = (S1 × S2, A1 ∪ A2 ∪ Sync, tr3, S0

1 × S0
2 , SF

1 × SF
2 , γ)

definiert, wobei

TS2 wird als Transitionssystem
TS1 ⊗γ TS2 = (

39

⊆ ×

b) γ : Sync→ A3 eine Abbildung von Sync in ein Kommunikations-
alphabet7 A3 ist und

A3

ist und
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Transitionen

durch        Regeln
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TS1 TS2

genannt wird. Die zu synchronisierenden Transi-
tionspaare werden durch eine Relation Sync ⊆ A1 × A2

nach dem Umfang dieser Relation ist das resultierende Produkttransiti-

(s, r1) −→3 (s, r2)

Regel Sy3: Kommunikation
s1

a1→1 s2, r1
a2→2 r2, (a1, a2) ∈ Sync

(s1, r1)
(a1,a2)−→3 (s2, r2)

s1 1 s2, rTS1 1
a1→

, r1 2 r2,TS2 1
a2→2

−→

(a1, a2) ∈ Sync

→

(s1, r1)
)

3 (s2, r2)
3 auch γ(a1, a2) eingesetzt wer-

schreiben wir auch k

41

→

)
(a1,a2)−→

→

(s1, r1)
)

3 (s2, r2)

TS3

oder
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Regel Sy1: Erste Komponente
s1

a1→1 s2, a1 /∈ pr1(Sync), r ∈ S2

(s1, r)
a1−→3 (s2, r)

TS1 TS2

genannt wird. Die zu synchronisierenden Transi-
tionspaare werden durch eine Relation Sync ⊆ A1 × A2

nach dem Umfang dieser Relation ist das resultierende Produkttransiti-

s1 1 s2, r

2 r2,

TS1

TS2

1
a1→

1
a2→2

TS3
, a1 /∈ pr1(Sync), r

1
a1→

∈
(s1, r) 3 (s2, r)

s1, r)

42
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TS1 TS2

genannt wird. Die zu synchronisierenden Transi-
tionspaare werden durch eine Relation Sync ⊆ A1 × A2

nach dem Umfang dieser Relation ist das resultierende Produkttransiti-

1 s2, rTS1

TS2

1
a1→

TS3

1
a1→

, a2 /∈ pr2(Sync), s

1
a2→2, r1 2 r2,

, s ∈
(s, r1) 3 (s, r2)

43

−→

Regel Sy2: Zweite Komponente
r1

a2→1 r2, a2 /∈ pr2(Sync), s ∈ S1

(s, r1)
a2−→3 (s, r2)

Para!elität und Nebenläufigkeit                    Kap 4:  Konsistenzeigenscha"en  #Teil 2$                                             Seit% 57

r1
a2→2 r2, a
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S R
A B C
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rA(d) sB(d)

S r0

r1

rB(d) sC(d)

R

γ(sB(d), rB(d)) = cB(d)

Abbildung 1.6: Ein einfaches Sender-Empfänger-System

nebenläufige
Aktionen

s0 r0
rA(d)

cB(d)s1 r0 s0 r1

sC(d)

S⊗R
s1 r0

sC(d) rA(d)
1
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s0 r0
rA(d)

cB(d)s1 r0 s0 r1

sC(d)

S⊗R
s1 r0

sC(d) rA(d)
1
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Abbildung 1.7: Ein gestörtes Sender-Empfänger-System

γ(sB(d), rB(d)) = cB(d)
γ(sB(⊥), rB(⊥)) = cB(⊥)
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Abbildung 1.8: Entstörtes Sender-Empfänger-System

1.2 Produkte von Transitionssystemen 15
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1.3 Automaten, reguläre Sprachen und Model-Checking

Beispiel 1.16 Der endliche Automat

(a(bd(ed)
∗f + cg(hg)

∗i))∗. Sei dieser Ausdruck im Folgenden

als neuen Anfangszustand (

von Abbildung 1.3 akzeptiert die Sprache L(TS) =

ahlt man

1.1 Transitionssysteme 7

Da bei Folgen aus Lω
(TS) der Endzustand s0 unendlich oft durchlaufen werden muss, ist es

nicht möglich, in einer Aufwärmschleife wie de zu bleiben, wie zum Beispiel in acghghgiab(de)ω
.

Dadurch kann also die Spezifikation ausgedrückt werden, dass die Aufwärmschleife immer wie-

der verlassen wird. Dies kann beispielsweise ein Teil der Hardwarespezifikation des Getränke-

automaten sein.
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Abbildung 1.3: Getränkeautomat als Transitionssystem mit abstrakten Transitionsbezeichern
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Abbildung 1.4: Zwei folgenäquivalente Transitionssysteme

Abbildung 1.4 zeigt zwei folgenäquivalente Transitionssysteme. Das Beispiel zeigt auch, dass in

manchen Fällen die Folgenäquivalenz kein adäquates Mittel ist, um gleiches Systemverhalten

zu definieren: Im linken System sind nach dem Münzeinwurf beide Wahlmöglichkeiten geben,
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Beispiel 1.16 Der endliche Automat

(a(bd(ed)
∗f + cg(hg)

∗i))∗. Sei dieser Ausdruck im Folgenden

als neuen Anfangszustand (

von Abbildung 1.3 akzeptiert die Sprache L(TS) =

ahlt man
Definition 1.14 Die regulären Ausdrücke über einem endlichen Alpha-
bet Σ sind definiert durch:

1. ∅ ist ein regulärer Ausdruck, der die (leere) Menge M∅ := ∅ be-
schreibt.

2. Für jedes a ∈ Σ ist a ein regulärer Ausdruck, der die Menge Ma :=
{a} beschreibt.

3. Sind A und B reguläre Ausdrücke, welche die Mengen MA und
MB beschreiben, dann sind induktiv folgende reguläre Ausdrücke
definiert:

• (A + B) beschreibt die Menge MA ∪MB,
• (A · B) beschreibt die Menge MA · MB,
• A∗ beschreibt die Menge M∗

A,
• A+ beschreibt die Menge M+

A .

4. Nur die mit 1., 2. und 3. erzeugten Ausdr
drücke. Die dadurch beschriebenen Mengen heißen

...

rationale
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Σ+

Σ = {a, b}

Menge a&er Wörter über       ,  die mindestens ein Zeichen enthalten. Σ

(a + b)(Σ∗ + (a + b)Σ∗)

(a + b)Σ∗ + (a + b)(a + b)Σ∗
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.
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als neuen Anfangszustand (
weiterhin der einzige Endzustand), dann ist Lω(TS) =

als neuen Anfangszustand (s0 sei
) = knd(ed)∗fCω +

ω-reguläre Ausdrücke

Beispiel 1.16 Der endliche Automat

(a(bd(ed)
∗f + cg(hg)

∗i))∗. Sei dieser Ausdruck im Folgenden

als neuen Anfangszustand (

von Abbildung 1.3 akzeptiert die Sprache L(TS) =

ahlt man Folgenden C genannt und w= ⎩⎨⎧

57

kmg(hg)∗iCω + jCω.



Formale Grundlagen der Informatik II                    Kap 1: Transitionssysteme und Verifikation  (Teil 1)                                   Seite 

als neuen Anfangszustand (
weiterhin der einzige Endzustand), dann ist Lω(TS) =

als neuen Anfangszustand (s0 sei
) = knd(ed)∗fCω +

weiterhin der einzige Endzustand), dann ist
kmg(hg)∗iCω.

Definition 1.15
ein (unendliches) Wortur ein (endliches) Wort w = a1a2 · · · an ∈ Σ∗

sei w·u := a a · · · a b b · · ·
ur ein (endliches) Wort

ein (unendliches) Wort u = b1b2 · · · ∈ Σω sei
die Konkatenation dieser Wörter und entsprechend f· · · ∈

sei w·u := a1a2 · · · anb1b2 · · · ∈
orter und entsprechend für Sprachen

ein (unendliches) Wort
Σω

die Konkatenation dieser Wörter und entsprechend für Sprachen
sei W · U := {w · u|w ∈ W,u ∈ U} ⊆ Σω. Ferner

ω :=
Σ die Konkatenation dieser W
W ⊆ Σ∗

sei für

die Konkatenation dieser W
und U ⊆ Σω

Σ+ der -
·

der ω-Abschluss W
gegeben. Ein Ausdruck der Form 58

⊆ · { · | ∈ ∈
Abschluss Wω

:= {w1 · w2 · w3 · · · |wi ∈ W\{�}, i ≥ 1}
( Omega-Sprache“).

+ j Cω
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Abschluss W := {w1 ·w2 ·w3 · · · |wi ∈ W, i
gegeben. Ein Ausdruck der Form G = A1 · Bω

1 + · · · + An · Bω
n heißt

uber dem Alphabet Σ, falls A , · · · , A ,B

als neuen Anfangszustand (
weiterhin der einzige Endzustand), dann ist Lω(TS) =

als neuen Anfangszustand (s0 sei
) = knd(ed)∗fCω +

weiterhin der einzige Endzustand), dann ist
kmg(hg)∗iCω.

Dieser Ausdruck beschreibt die
· · · ∪MAn · Mω

Bn
.

das leere Wort � enthält.
are Menge MG := MA1 · Mω

B1
∪

59

Bi

Dieser Ausdruck beschreibt die ω-reguläre Menge M
ω - rationale

+ j Cω
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Satz 1.17 a) Die durch endliche Transitionssysteme TS =
(S, Σ, tr, S0, SF ) akzeptierten Sprachen L(TS) sind genau
die regulären Sprachen über Σ.

b) Die durch endliche Transitionssysteme TS = (S, Σ, tr, S0, SF ) ak-
zeptierten ω-Sprachen Lω(TS) sind genau die ω-regulären Spra-
chen über Σ.

18 Kapitel 1: Transitionssysteme und formale Sprachen

Der Beweis von Teil a) erfolgt in einer Richtung dadurch, dass gemäß der

induktiven Definition von regulären Sprachen nichtdeterministische end-

liche Automaten (NFAs) gekoppelt werden und dadurch der Abschluss

unter Vereinigung, Produkt und *-Hülle gezeigt wird. In der anderen

Richtung besteht der Beweis in der berühmten Konstruktion von Klee-

ne. Beide Verfahren sind in den Unterlagen zur Vorlesung FGI 1 nach-

zulesen. Der Beweis für ω-Sprachen in Teil b) ist ähnlich und in [BK08]

zu finden. Von dort (Seite 175) stammt auch das Transitionssystem von

Abbildung 1.10, das die ω-Sprache Lω
(TS) = c∗ab(b+

+ bc∗ab)ω
akzep-

tiert.

s
2s

0

a b

b

s
1

c b

Abbildung 1.10: Transitionssystem TS mit ω-Sprache Lω
(TS) =

c∗ab(b+
+ bc∗ab)ω

Reguläre Mengen sind abgeschlossen unter Durchschnitt. Dies wird oft

(so auch in FGI 1) darauf zurückgeführt, dass sie unter Vereinigung und

Komplement abgeschlossen sind. Die Produktautomaten-Konstruktion

erlaubt einen direkten Beweis, was im Rahmen des Model-Checking von

besonderer Bedeutung ist.

Satz 1.18 Gegeben seien für i ∈ {1, 2} zwei Transitionssysteme TSi =

(Si, Ai, tri, S0
i , SF

i ) mit Endzuständen. Dann können Transitionssyteme
TS3 und TS4 effektiv konstruiert werden, die den Durchschnitt der ak-
zeptierten Sprachen akzeptieren:

a) L(TS3) = L(TS1) ∩ L(TS2) und

b) Lω
(TS4) = Lω

(TS1) ∩ Lω
(TS2).

Beweis:
Seien oBdA. L(TS1) �= ∅ �= L(TS2) und Lω

(TS1) �= ∅ �= Lω
(TS2).

a) Wir definieren TS3 als das Transitionssystem TS1 ⊗Sync TS2 mit

Sync = {(a, a)|a ∈ A1 ∩ A2} und γ(a, a) = a für a ∈ A1 ∩ A2 und

FGI-2/WiSe 2008/09

TS

-Sprache Lω
(TS) = ab(b+

+ bc∗ab)ωc∗ab(
60

Satz von Kleene

„Kleene-Star“
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„Produkt - Automat“



Formale Grundlagen der Informatik II                    Kap 1: Transitionssysteme und Verifikation  (Teil 1)                                   Seite 62

Produkt-Transitionssystem für Durchschnitt
Satz 1.18 Gegeben seien für i ∈ {1, 2} zwei Transitionssysteme TSi =

(Si, Ai, tri, S0
i , SF

i ) mit Endzuständen. Dann können Transitionssyteme
TS3 und TS4 effektiv konstruiert werden, die den Durchschnitt der ak-
zeptierten Sprachen akzeptieren:

a) L(TS3) = L(TS1) ∩ L(TS2) und

� ∅ � � ∅ �

a) Wir definieren TS3 als das Transitionssystem TS1 ⊗Sync TS2 mit

Sync = {(a, a)|a ∈ A1 ∩ A2} und γ(a, a) = a für a ∈ A1 ∩ A2 und

streichen alle Transitionen (s1, r1)
a→ (s2, r2) mit a /∈ A1 ∩ A2, d.h. bei

der Produktdefinition von Definition 1.9 auf Seite 10 kommt nur die
Regel Sy3 zur Anwendung.
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 r0

 r1

A1 r2A2
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b

a

a

a
b

b
b

abababab
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Produkttransitionssystem für Durchschnittbildung
Satz 1.18 Gegeben seien für i ∈ {1, 2} zwei Transitionssysteme TSi =

(Si, Ai, tri, S0
i , SF

i ) mit Endzuständen. Dann können Transitionssyteme
TS3 und TS4 effektiv konstruiert werden, die den Durchschnitt der ak-
zeptierten Sprachen akzeptieren:

a) L(TS3) = L(TS1) ∩ L(TS2) und

Es sei nun w ∈ L(TS1) ∩ L(TS2) und
a2 an

) und w = a1a2 · · · an,
mit ,
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Produkttransitionssystem für Durchschnittbildung
Satz 1.18 Gegeben seien für i ∈ {1, 2} zwei Transitionssysteme TSi =

(Si, Ai, tri, S0
i , SF

i ) mit Endzuständen. Dann können Transitionssyteme
TS3 und TS4 effektiv konstruiert werden, die den Durchschnitt der ak-
zeptierten Sprachen akzeptieren:

a) L(TS3) = L(TS1) ∩ L(TS2) und

− −→ ∈ 2 ∈ 2

3 auch (s0, r0)
a1−→3 (s1, r1)

a2−→3 (s2, r2) · · · (sn−1, rn−1)
an−→3

) 0 0 und ( ) F F und somit(snrn) mit (
( ). Der umgekehrte Schluss erfolgt entsprechend.

∈ 1 ∩ 2

s0
a1−→1 s1

a2−→1 s2 · · · sn−1
an−→1 sn mit

a a
0 −→1 1 −→1 2 · · · n−1

r1
a2−→2 r2 · · · rn−1

an−→2 rn mit
Regel 3 auch ( ) a

und r0
a1−→2

. Dann ist auf Grund der

s0

s1

a b

 r0

 r1

A1 r2A2

a

b

a

a

a
b

b
b
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an−→1−→
1

a2−→2

∈
) a2−→3 (

und ( )

Produkttransitionssystem für Durchschnittbildung

Es sei nun w ∈ L(TS1) ∩ L(TS2) und
a2 an

) und w = a1a2 · · · an,
mit ,

Satz 1.18 Gegeben seien für i ∈ {1, 2} zwei Transitionssysteme TSi =

(Si, Ai, tri, S0
i , SF

i ) mit Endzuständen. Dann können Transitionssyteme
TS3 und TS4 effektiv konstruiert werden, die den Durchschnitt der ak-
zeptierten Sprachen akzeptieren:

a) L(TS3) = L(TS1) ∩ L(TS2) und

− −→ ∈ 2 ∈ 2

3 auch (s0, r0)
a1−→3 (s1, r1)

a2−→3 (s2, r2) · · · (sn−1, rn−1)
an−→3

) 0 0 und ( ) F F und somit(snrn) mit (
( ). Der umgekehrte Schluss erfolgt entsprechend.

∈ 1 ∩ 2

s0
a1−→1 s1

a2−→1 s2 · · · sn−1
an−→1 sn mit

a a
0 −→1 1 −→1 2 · · · n−1

r1
a2−→2 r2 · · · rn−1

an−→2 rn mit
Regel 3 auch ( ) a

und r0
a1−→2

. Dann ist auf Grund der

∩

b) Lω
(TS4) = Lω

(TS1) ∩ Lω
(TS2).
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Produkttransitionssystem für Durchschnittbildung

Es sei nun w ∈ L(TS1) ∩ L(TS2) und
a2 an ∈ 1 ∩ 2

s0
a1−→1 s1

a2−→1 s2 · · · sn−1
an−→1 sn mit

a a

) und w = a1a2 · · · an,
mit ,

0 −→1 1 −→1 2 · · · n−1

r1
a2−→2 r2 · · · rn−1

an−→2 rn mit
Regel 3 auch ( ) a

und r0
a1−→2

. Dann ist auf Grund der

Satz 1.18 Gegeben seien für i ∈ {1, 2} zwei Transitionssysteme TSi =

(Si, Ai, tri, S0
i , SF

i ) mit Endzuständen. Dann können Transitionssyteme
TS3 und TS4 effektiv konstruiert werden, die den Durchschnitt der ak-
zeptierten Sprachen akzeptieren:

a) L(TS3) = L(TS1) ∩ L(TS2) und

− −→ ∈ 2 ∈ 2

3 auch (s0, r0)
a1−→3 (s1, r1)

a2−→3 (s2, r2) · · · (sn−1, rn−1)
an−→3

) 0 0 und ( ) F F und somit(snrn) mit (
( ). Der umgekehrte Schluss erfolgt entsprechend.

∩

b) Lω
(TS4) = Lω

(TS1) ∩ Lω
(TS2).

an−→1−→
1

a2−→2

∈
) a2−→3 (

und ( )
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Produkttransitionssystem für Durchschnittbildung

Es sei nun w ∈ L(TS1) ∩ L(TS2) und
a2 an ∈ 1 ∩ 2

s0
a1−→1 s1

a2−→1 s2 · · · sn−1
an−→1 sn mit

a a

) und w = a1a2 · · · an,
mit ,

0 −→1 1 −→1 2 · · · n−1

r1
a2−→2 r2 · · · rn−1

an−→2 rn mit
Regel 3 auch ( ) a

und r0
a1−→2

. Dann ist auf Grund der

Satz 1.18 Gegeben seien für i ∈ {1, 2} zwei Transitionssysteme TSi =

(Si, Ai, tri, S0
i , SF

i ) mit Endzuständen. Dann können Transitionssyteme
TS3 und TS4 effektiv konstruiert werden, die den Durchschnitt der ak-
zeptierten Sprachen akzeptieren:

a) L(TS3) = L(TS1) ∩ L(TS2) und

− −→ ∈ 2 ∈ 2

3 auch (s0, r0)
a1−→3 (s1, r1)

a2−→3 (s2, r2) · · · (sn−1, rn−1)
an−→3

) 0 0 und ( ) F F und somit(snrn) mit (
( ). Der umgekehrte Schluss erfolgt entsprechend.

∩

b) Lω
(TS4) = Lω

(TS1) ∩ Lω
(TS2).

an−→1−→
1

a2−→2

∈
) a2−→3 (

und ( )
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∈

Formal definieren wir TS4 = (S4, A1 ∩A2, tr4, S0
4 , SF

4 ) durch

a) S4 = {(s, r, q)|(s, r) ∈ S3, q ∈ {1, 2}}

b) (s, r, q)
a−→4 (s�, r�, q�

) :⇐⇒ (s, r)
a−→3 (s�, r�

) ∧ q�
:=






2 falls q = 1 ∧ s ∈ SF
q

1 falls q = 2 ∧ r ∈ SF
q

q sonst

c) S0
4 := {(s, r, 1)|(s, r) ∈ S0

3 = S0
1 × S0

2}

d) SF
4 := {(s, r, 1)|s ∈ SF

1 }



Formale Grundlagen der Informatik II                    Kap 1: Transitionssysteme und Verifikation  (Teil 1)                                   Seite 69

Verifikation eines Systems

System-
Verhalten

System-
Spezifikation

Model-Checking

Um Informatik-Systeme auf ihre Korrektheit zu pr

L(TSsys) ⊆ L(TSspec)) ⊆
Lω(TSsys) ⊆ Lω(TSspec).

durch ein Transitionssystem TSsys modelliert und die
durch eine (temporal-)logische Formel fspec festgelegt. Letztere
aufig in ein äquivalentes Transitionssystem TS
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ufen, wird die Beziehung P ⊆ Q ⇔ P ∩ (R\Q) = ∅
und gilt. Wenn die

L(TSsys) ⊆ L(TSspec)) ⊆

Q R\Q

⎩⎨⎧ R

L(TSsys) ∩ (A∗\L(TSspec)) = ∅

Lω(TSsys) ∩ (Aω\Lω(TSspec)) = ∅) zu erhalten, ist schwieriger. Ist die Spezifikation je-
doch durch eine Formel fspec gegeben, dann kann man jedoch einfach

⎩⎨⎧zur Negation ¬fspec

P
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L(TSsys) ⊆ L(TSspec)) ⊆
?

L(TSsys) ∩ (A∗\L(TSspec)) = ∅?


