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Einige Feststellungen

B Mergesort hat eine worst-case-Zeitkomplexitat von
O(nlogn).

B Insertsort hat eine worst-case-Zeitkomplexitat von ©(n?).

B Somit ist Mergesort asymptotisch schneller als
Insertsort.

Manchmal ist es mdglich, die exakte Zeit flr einen
gegebenen Computer festzustellen, aber das ist meistens
nicht lohnenswert.



Asymptotische Analyse

B Analyse der Hauptidee des Algorithmus.

B Mergesort ist ein divide-and-conquer-Algorithmus:

m Ein Problem wird auf zwei Probleme etwa halber
Grofe reduziert (mit linearem Zeitaufwand fur
decomposition und composition). = O(nlogn)

B Insertsort ist ein Sortieralgorithmus, fur den nach dem
i-ten Zyklus die ersten : Elemente der Folge sortiert sind
und im i-ten Schritt das i-te Element in die richtige
Position gebracht wird.

ay...... i1 .. .... ™ i-ter Schritt

sortiert



Analyse (2)

B \orsicht ist bel der asymptotischen Analyse geboten —
besonders, wenn die Komplexitat nicht nur vom Umfang
der Eingabedaten abhangt.

m FUr die Zeitkomplexitat von Insertsort gilt:
T(n) € Qn)
T(n) € O(n?
m Kann man nun schreiben , T'(n) € Q(n?)“ ?

= Nein! Es gibt Eingaben, flr die Insertsort O(n) Zeit
braucht. Aber fur die worst-case- Zeitkomplexitat

IIt:
g Tworst(n) < Q(nQ)



Einfiihrungsbeispiel: Ebenen

B In maximal wieviele Gebiete zerteilen n Geraden die
euklidsche Ebene?

m keine Gerade (n = 0): das Gebiet bleibt
unverandert. Also Ly = 1.

m eine Gerade (n = 1): zwei Gebiete, d.h. L; = 2.
m zwel Geraden ( n = 2): vier Gebiete, d.h. L, = 4.

| [
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0 n=1 n=2
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Ebenen (2)

Die Vermutung L,, = 2", die fur n = 0, 1, 2 stimmt, wird durch
L5 widerleqt:

B Fur n = 3 ergibt sich folgendes Bild:

[

V1. 1
VI,
\V2

NI

n=3

V.

B Also: Ls=1.

B |st die neue Gerade zu keiner anderen parallel, so
schneidet sie alle vorherigen Geraden genau einmal
(hochstens in n — 1 verschiedenen Punkten).

B Erweiterung der bisherigen L,,_; Gebiete um hdchstens
n heue!



Rekurrenzgleichung

B \Wenn die n-te Gerade nicht durch einen friheren
Schnittpunkt geht, so wird die Maximalzahl erreicht. Es
ergibt sich die Rekurrenz L,, := L,,_1 + n fur die gesuchte
Zahl L, mit dem Anfangswert L, := 1.

B Um nun eine geschlossene Formel fur L, zu gewinnen,

wickeln wir die ersten Rekurrenzen ab:
LO — 1

Lo+1=1+1=2
Ly = Li+2=(Lo+1)+2=1+1+2=4
Ly = (Li+2)+3=((Lo+1)+2)+3

= 14+14243=7

£
I



Summenformel

B Die offensichtliche Vermutung ist also

1=1

B Diese Vermutung muss aber noch formal bewiesen
werden, was wir durch vollstandige Induktion tun werden.

Die Verankerung fir n = 0 ergibt sich wie gewlnscht:

0
Lo=1+>» i=1
=1



Summenformel (2)

Induktionsannahme:

L.,=1+ Zz fur ein festes m ¢ IN
1=1

Induktionsschritt:
L1 = Lp+(m+1) (entsprechend der Rekurrenz)
= 1+ Zz + (m+1) (nach Induktionsannahme)
1=1
m—+1
= 1+ ) i (trivial)
1=1

Damit ist die Formel L,, = 1+ > ¢ bewiesen.
1=1



geschlossene Formel

B Die Summenformel ist keine geschlossene Formel!

m Mit Hilfe der GauRschen Formel 3 i = 22U erhalten
1=1

wir nun eine geschlossene Formel fr L,,:

n(n+ 1)
2

L, = 1+

Grundsatzliches Vorgehen beim Losen von
Rekurrenzgleichungen: Zuerst die Werte fur kleine
Argumente berechnen. Diese Werte kdnnen helfen

1. die Losung zu finden,

2. die Losung zu verifizieren.



2. Beispiel: Tiirme von Hanoi

A B C

Ausgangssituation:

Seien drei Stangen gegeben und n Scheiben, die der Grolde
nach sortiert auf Stange A liegen.

Aufgabe:
Die Scheiben von Stange A sollen auf Stange C' verschoben
werden, wobel in jedem Schritt nur eine Scheibe bewegt und

niemals eine grol3ere Scheibe auf eine kleinere gelegt
werden kann.



rekursiver Algorithmus

1. Verschiebe die n — 1 oberen Scheiben von A auf B.
2. Verschiebe die grof3te Scheibe von A auf C.

3. Verschiebe alle n — 1 Scheiben von B auf C.

Verschiebungs-Analyse: Sei T'(n) die Anzahl der
Verschiebungen, die obiger Algorithmus braucht, um n

Scheiben zu verschieben. Es gilt

)
1 fallsn =1

T(n) =
2T(n—1)4+1 fallsn >1

\

Frage: Kann man das schneller tun? Antwort: Nein.



Hanoi-Rekurrenz

Rekurrenzgleichung fur die Tarme von Hanoi:

Tabellarische Darstellung:

.

\

1

fallsn =1
2I'n —1)+1 fallsn > 2

n 1,23 4| 5|6 7 8 9 10
T(n)||1]3|7|15|31|63|127 | 255|511 | 1023
2" 1214 |18|16 |32 |64 | 128 | 256 | 512 | 1024

Vermutung: T(n) =2" — 17




Beweis

Wir betrachten zwei Beweismoglichkeiten:
1. vollstandige Induktion

2. Reduzieren auf Summen

Induktionsbeweis fir: T'(n) = 2™ — 1 ist L6sung.

Induktionsanfang: Flurn=1giltT(1)=2'—-1=1.
Induktionsschritt:  Nach der Induktionsannahme sei fiir ein
gegebenesn >1 T(n)=2"— 1 eine LOsung der
Rekurrenzgleichung .

Nach Rekurrenzgleichung:

T(n+1)=2T(n)+1=202"—1)+1=2""_1



Reduzierung auf Summen

B Es kann vorkommen, dass nach dem Studium endlich
vieler Anfangswerte keine Vermutung naheliegt, die
beweisbar eine Losung darstellt.

B Hier kann nur noch formal nach einer Losung gesucht
werden.
m Abwickeln der Rekursion

m Zusammenfassen/Ersetzen bekannter
(Teil-)Summen

B Die Methode kann zu einem standardisierten Verfahren
zum Auffinden einer geschlossenen Formel fur beliebige
lineare Rekurrenzgleichungen erweitert werden!



Hanoi — auf Summen reduzieren

T(n) = 2T(n—1)+1
= 22T (n—-2)4+1)+1=4T(n—2)+2+1
= 42T(n—3)+1)+2+1
= 2°T(n—3)+2*+2" +2°

k—1
= 2T(n—k)+>)» 2
1=0
n—2
= 2T+ ) 2
n—1 1=0
= » 2 (geometrische Reihe)
1=0
2" —1
= =2" -1

2—1



3. Beispiel: divide and conquer

Problem P der Grofie n

Aufteilung in

a Subprobleme

al(n/c) T
ol Zusammenfassung

zur Losung von P

Gesucht: Zeitkomplexitat T(n) dieses Algorithmus.

d falls n =1

T(n) =
al'(%) + kn+kn fallsn > 1



Vereinfachung

B Zur Analyse des divide-and-conquer-Algorithmus
vereinfachen wir die Rekurrenz zu

b falls n=1
T(n)= {

aT'(2)+bn falls n>1.

B £ und £’ sind fir jedes Problem bekannt und konstant!
W J<k+F
B Alsowahlenwirb:=k+ F



Abwickeln der Rekurrenz

Durch rekursives Einsetzen (Abwickeln) erhalten wir:

T(n) = aT Vatm=alar (Z) +2) +bn
C c? c
= a°T (%)+bng+bn
C C
= q° (aT (ﬁ)+b£>+bng—l—bn
c3 c? C
2
— BT (%)4—(972 (9) + oS 4 bn
C C C
n Lo an
k
A () +on 3 (3)

1=0

Wenn n = c* ist, so bricht das Verfahren bei T'(n) = a*b +
bn > " (2)" ab, denn es ist T'(1) = b.



Hin zur geschlossenen Formel

Mit n = c* folgt & = log_(n) und somit

T(n) = a%%—bn%(%)i

|

S
LML
o
\/

Je nach dem Verhaltnis von a zu c ergeben sich
unterschiedliche Losungen!



Fallunterscheidung

Fall1, a <c: ) (%)7’ konvergiert = T'(n) proportional zu n
=0

.

Fall 2, a = ¢: T'(n) = bn(log.(n) + 1) = T'(n) prop. nlog(n)
Fall 3, a > ¢: T'(n) proportional zu n'°&(@
log.(n) N
o - w3 (2
Dann folgt 7'(n) n ; .
log.(n)+1
=) —1 log..(n)
e 1 &
log.(n
— bpo o — ba'o8(") = pplosc(a)
n

weil a8 = ploecle) gtets gilt.



Schlussfolgerung

Wichtige Feststellung zu
divide-and-conquer -Algorithmen:

Die Zeitkomplexitat eines divide-and-conguer-Algorithmus
hangt nur von dem Verhaltnis ¢ ab — und nicht von der Art
des Problems oder vom Losungsweg —, wenn der Zeitbe-
darf fur die Zerlegung in Teilprobleme und die Zusammen-
fassung der Teillosungen proportional zur Grol3e des Pro-

blems ist.




Ein praktisches Problem

Fur das Platinenlayout sind Anordnungen von Chips der
Mal3e 1 x 2 cm auf einer ,Bahn* von 2 cm HG6he und bisher
unbestimmter Lange n notig. Mogliche Anordnungen sind

Z.B.:

n=»y n=06

B Sei T, die Anzahl der verschiedenen Anordnungen auf
einer Bahn der Lange n.

W EsqiltT, =T, 1+7T,ofurn>2
B Anfangswerte: Ty :=1und T} :=1



Fibonacci-Zahlen

FOZO, F1 — 1, Fn:Fn—1+Fn—2 furn > 1

B Wir suchen eine LOosung in der Form F,, = r"
(r Ist unbekannte Konstante).

B Existiert eine solche Losung, dann gilt:
r ="t "% firjedes n > 1

und daraus folgt, dass entweder r» = 0 oder r* = r + 1.

B Diese Gleichung hat zwei Losungen:

145 1 -5
2 2

1




Fibonacci-Zahlen (2)

B Eine allgemeine Losung der Gleichung hat die Form
Artt + pury wobel A und p Konstanten sind.

B Darausfolgt: A+u=Fy=0, I +uro=F =1

(( ) (7))

W \= =

%IH




Der goldene Schnitt

B Das abgetrennte Rechteck soll das gleiche

Seitenverhaltnis haben, wie d r
«

S r—S
W Esfolgty =2 =% =1
S r—S x—1
oder 22—+ —1=0. —

A

B L6sungen:z = ® = % und z = & = 1‘2V5

B Eine Grol3e » wird nach dem goldenen Schnitt geteilt,
wenn der Teil s das geometrische Mittel von r und r — s

ist: s = /r(r — s).
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