
Band- vs. Zeitbedarf

Faktoren für die Abschätzung:

Platz vs. Zeit

Größe des

Bandalphabets

b

Platzbedarf

s(n)

Eingabelänge

n
Anzahl der

Zustände

k

Abschätzung des Zeitbedarfs:

n · s(n) · k · b
s(n)

∈ O(cs(n))
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Transitivität von Reduktionen

Allgemein:

w DTM f(w)

DTM

flBflA
flC

g(f(w))DTM

A≤¯B B¯C

A¯C
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Transitivität von Reduktionen

generelles Problem bei Komplexitätsbeschränkung für
die Reduktion:

Wie groß wird das Zwischenergebnis?

Polynomialzeitreduktion:

|f(w)| ist maximal p(|w|) für ein Polynom p ∈ O(tf).

Platz auf Arbeitsbändern ist nicht begrenzt.

g(f(w)) wird in Polynomzeit (in Abhängigkeit von
|f(w)|) berechnet, also existiert Polynom q ∈ O(tg)

und insgesamt wird q(p(|w|)) Zeit benötigt.

Dies ist wiederum ein Polynom!
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Transitivität von Reduktionen
logarithmische-Platz-Reduktion:

Zwischenergebnis f(w) kann die logarithmische
Länge bzgl. der Eingabelänge |w| überschreiten!

clog(n) 6∈ O(log(n))

f(w) ist somit nicht mehr auf einem Arbeitsband
speicherbar!!

Es muss grundlegend anders gearbeitet werden:
Nur das gerade benötigte Symbol der Ausgabe
generieren!
Speicherung der Position des Symbols in log-Platz
(binär)
Rechenzeit ist unbegrentzt!
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Zusammenhänge

PSPACE = NPSPACE

NP

P

NSpace(s(n)) 

fl DSpace(s(n) )2
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Zusammenhänge

PSPACE=NPSPACE

NP

P

NSpace(n)

DSpace(n)

NLOGSPACE

LOGSPACE

NLBA

DLBA
?

Typ-3 = reguläre Sprachen

(DFA, NFA, rationale Ausdrücke, 

rechtslineare Grammatiken)

Typ-2 = kontextfreie Sprachen

(NPDA, CFG)

Typ-1 = kontextsensitive Sprachen

(NLBA, CSG, monotone Grammatiken) 

Typ-0 = rekursiv aufzählbare Sprachen

(NTM, DTM, Phrasenstrukturgrammatik)
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Berechenbarkeit

Berechenbarkeit

intuitiver

Begriff

formales

Modell

Turing-

Maschine

DTM

RAMµ-rekursive

Definierbarkeit

weitere
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Algorithmentechniken

Algorithmentechniken

Iteration

Greedy-

Algorithmen

Rekursion

divide & conquer

branch & bound

Greedy-

Algorithmen
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Algorithmenanalyse

Algorithmenanalyse

Rekurrenzgleichungen

Abwickeln Summenformel geschlossene Formel
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Komplexität
Komplexität

Turing-

Maschine

Zeit

Konfigurations-

übergänge

Platz

besuchte

Bandzellen

RAM

Zeit

Kostenmaße

uniform

Schritte

logarithmisch

abhängig von

Speicherinhalten

Platz

Kostenmaße

uniform

verwandte

Register

logarithmisch

abhängig von

Speicherinhalten
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Überblick: Komplexitätstheorie

Komplexitätstheorie

konkrete

Algorithmen

strukturelle

Probleme

Komplexitätsklassen

DTime/NTime DSpace/NSpace

deskriptionale

Beschreibung

Kolmogorov-

Komplexität
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Was fehlt noch?!

parallele und verteilte Berechnungsmodelle

parallele Komplexität

probabilistische Berechnungsmodelle (probabilistische
TM, probabilistescher endlicher Automat)

formale Ansätze zur Verifikation (unter Verwendung von
speziellen Logiken)

zu finden in F4, PNL, AUK, . . .
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. . . übrigens
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. . . übrigens
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. . . übrigens

!

c’t 1997, Heft 10338

plante Franchising-Unterneh-
men mit Konsul Herbert. 

Vielfalt im Mischwald 

Dieter kramt in seinen alten
Aufzeichnungen und findet eine
Übersicht der Hauptkomponen-
ten von Branch and Bound [4].
Gemeinsam überlegen sie, wie
man die in der Übersicht enthal-

tenen Möglichkeiten der Ver-
zweigung und der Schrankenbe-
rechnung auf Herberts Schmug-
gelaufgabe übertragen könnte.
Es ergeben sich etliche Variati-
onsmöglichkeiten. Darüber hin-
aus spielen sogenannte logische
Tests eine Rolle. Diese können
dazu dienen, uninteressante Teil-
aufgabe auszuloten, auch wenn
sie aufgrund der oberen Schran-

ke vielversprechend erscheinen.
Einen sehr einfachen logischen
Test hat Kuno intuitiv angewen-
det, als er die Knoten 6 und 10
nicht mehr verzweigt hat. Ob-
wohl sie einen guten Schranken-
wert aufweisen, konnte er fest-
stellen, daß kein noch nicht fest
eingepackter Gegenstand mehr
dazugepackt werden kann – der
Koffer ist voll. 

Wenn sich eine Teilaufgabe
nicht ausloten läßt, kann man
versuchen, eine zulässige Lö-
sung für diese Teilaufgabe zu
bestimmen. Dazu verwendet
man sogenannte Heuristiken,
die einer Aufgabe mit einfachen
Faustregeln zu Leibe rücken.
Wenn man Glück hat, ergibt
sich dabei eine neue bisher
beste Lösung. Dies hilft beim

Know-how Optimierung 

Kuno zeichnet den Enumera-
tionsbaum für Herberts Aufga-
be. In seiner Skizze repräsen-
tiert er die Teilaufgaben durch
Koffer und die Verzweigun-
gen durch Linien. Neben die
Linien zeichnet er jeweils den
eingepackten beziehungsweise
verbotenen Gegenstand. 

Zunächst berechnet er die
obere Schranke der anfängli-
chen Aufgabe, der Wurzel.
Dazu bestimmt er die relativen
Gewinne der Gegenstände und
ermittelt die Rangfolge gemäß
der Regel ‘größter relativer Ge-
winn zuerst’. Nun packt er
nach der Rangfolge das Amu-
lett, den Schmetterling, die Zi-
garetten und die Maske in Kof-
fer Nummer 1 (die Koffernum-
mern sind als weiße Zahlen
dargestellt). Da er diese Ge-
genstände vor dem Verzweigen
wieder auspacken muß, sind
sie auf einem helleren Hinter-
grund dargestellt. Der Koffer
enthält 19 Kilo; es ist also eine
Restkapazität von einem Kilo
verfügbar (dargestellt durch
das Gewicht). Der nächste Ge-
genstand in der Rangfolge ist
der Kupferbarren mit einem
relativen Gewinn von 1,43
Dollar pro Kilo. Demnach er-
gibt sich als obere Schranke:
14 + 8 + 8 + 9 + 1 ∗ 1,43 =
40,43 $. Die Schranke zeichnet
Herbert über den Koffer. 

Zum Verzweigen wählt er den
Schnaps. Die linke Teilaufga-
be (Koffer 2) entsteht durch
Einpacken, die rechte (Koffer
13) durch Verbieten des
Schnapses. Kuno klettert nach
links zu Koffer 2. Zur Berech-
nung der oberen Schranke las-
sen sich zum Schnaps das
Amulett und der Schmetter-
ling ergänzen. Es verbleiben 4
Kilo Restkapazität, die theore-
tisch mit einem Teil der Ziga-

retten gefüllt werden könnte.
Als Schranke ergibt sich 
11 + 14 + 8 + 4 ∗ 1,6 = 39,4 $.
Wenn Herbert also den
Schnaps mitnehmen würde,
könnte er auf keinen Fall mehr
als 39,4 Dollar verdienen. 

Nun verzweigt er zu Koffer 3,
wo Schnaps, Kupfer und
Amulett einen Gewinn von
35 Dollar versprechen. Das
Koffergewicht ist vollständig
ausgenutzt. Also merkt er sich
die Kombination als bisher
beste Lösung und geht zu Kof-
fer 2 zurück. Nun klettert er
zu Koffer 4 und verzweigt
dort durch Einpacken be-
ziehungsweise Verbieten der

Maske. Er setzt dieses Vor-
gehen fort und besucht die
Koffer in der Reihenfolge
ihrer Nummern. 

Bei Koffer 6 ergibt sich zwar
eine Schranke, die höher als
der bisher höchste Gewinn von
35 Dollar ist. Doch Kuno stellt
fest, daß zu den bereits einge-
packten Gegenständen keiner
mehr paßt. Diese Kombination
bringt 34 Dollar Gewinn, also
keine Verbesserung. Koffer 7
kann er auch ausloten, weil die
Schranke kleiner als 35 Dollar
ist. Koffer 10 ist durch die ein-
gepackten Gegenstände bereits
voll. In Koffer 11 und 12 fin-
den sich beim Beschränken

zulässige Kombinationen. In
allen Fällen ist der Gewinn zu
gering, und es wird ausgelotet. 

Erst in Koffer 14 ergibt sich
bei Berechnung der Schranke
die Kombination Amulett,
Schmetterling, Zigaretten,
Kupfer mit einem Gewinn von
40 Dollar. Diese Kofferbela-
dung merkt sich Kuno als neue
bisher beste. Nach Betrachten
von Koffer 15 sind sämtliche
Teilaufgaben voll verzweigt
oder ausgelotet. Daher weiß
Kuno, daß die zuvor ermittelte
Lösung mit einem Gewinn von
40 Dollar optimal ist, und be-
endet völlig erschöpft seine
Bemühungen. 

Erste Gehversuche mit Branch and Bound 

40,43 $39,4 $

39,4 $35 $

40,43 $

36,67 $

36,67 $ 32,8 $

40 $ 39 $

39,4 $

39,4 $

27 $

38,33 $ 33 $

Kunos erster Versuch

Bei der Fahrt ins Wochenen-de ist die Lage noch übersicht-lich. Viele Wege führen zumZiel, aber nur wenige kommenernsthaft in Frage. Eine zumin-dest nahezu optimale Route fin-det der Ausflügler ohne Müheauf der Karte. 
Leider sind viele Optimie-rungsaufgaben aus der Ge-schäftswelt wesentlich komple-xer, sei es bei der Steuerungvon Produktionsanlagen oderbei der Auswahl von gewinn-trächtigen Investitionen. DieAnzahl der Alternativen bei sol-chen kombinatorischen Opti-mierungsproblemen ist riesigund wächst exponentiell mit zu-nehmendem Umfang der Auf-gabe. Das vollständige Enume-rieren (Aufzählen) kommt dannnicht mehr in Frage. Meistensbegnügt man sich mit einersinnvoll erscheinenden, jedochnicht optimalen Lösung derAufgabe. Das muß aber nichtsein – Branch and Bound zeigt,wie es besser geht. 

Eine geschickte Anwendungkann zu sehr schnellen Opti-mierungsalgorithmen führen.In vielen Bereichen ist Branchand Bound daher zur Standard-technik geworden, etwa in derLogistik bei der Transport-,Touren- und Standortplanung[1]. Andere wichtige An-wendungsfelder sind Produkti-ons-, Projekt- und Investitions-planung [2]. 

Geheimdiplomatie 
Dankbares Beispiel ist wie-der der deutsche Diplomat Her-bert B., der schon bei der Vor-stellung des Optimierungsver-fahrens Tabu Search [3] guteDienste leistete. Da das Aus-wärtige Amt den Fall tot-schweigt, gehen wir davon aus,daß er bei Dienstreisen ins Aus-land immer noch gerne Neben-geschäfte tätigt. Jüngst war erwieder in Rio und stand vor derEntscheidung, seinen Zweitkof-fer möglichst profitabel mitSchmuggelwaren zu füllen –

!

c’t 1997, Heft 10

336

Know-how Optimierung 

Ob schnellste Route,profitabelste
Investition oder
geringster Verschnitt:Bäume und
Schranken helfen,optimale Lösungenzu finden. 

Dr. Armin Scholl, Gabriela Krispin, Robert Klein, Prof. Wolfgang Domschke 

Besser beschränkt Clever optimieren mit Branch and Bound

Dr. Armin Scholl, Gabriela Krispin, Robert Klein, Prof. Wolfgang Domschke 

Besser beschränkt Clever optimieren mit Branch and Bound
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Feedback

• Waren die Folien lesbar?

• Zu viel / zu wenig Inhalt?

• Kritik an den Aufgaben?

• sonstiges zu kritisieren …

Zum Abschluß

kommt ihr zu Wort …
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