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Zielgruppe

1. Informatik (3. Semester)
2. Wirtschaftsinformatik (3. Semester)

3. Allgemeine Ingenieurswissenschaften,
Informatikingenieurwesen und TECMA
(5. Semester)

Wichtig:
Beginn 12:15
Ende 13:45



Ubungsgruppen

... gibt es nur fur Wirtschaftsinformatiker und
Studierende der TU-Harburg!

Mo 12-13 C-101 Helko Rolke
Mo 13-14 C-101 Helko Rolke
Do 14-15 C-101 Mathias Jantzen
Do 15-16 C-101 Michael Kohler
Do 16—-17 C-101 Michael Kohler

Die Aufgaben sind aber fur jede(n) im WEB
abrufbar, und sollten ( ) von allen
bearbeitet werden!



Scheinkriterien

Bedingungen fur die Ausstellung eines Scheines:
m 50% der erreichbaren Punkte

m regelmaliige, aktive Tellnahme an den
Ubungsgruppen

m Vorrechnen an der Tafel
m max. zweimaliges unentschuldigtes Fehlen



Skript

Das Skript zur Vorlesung ist erhaltlich:

1. gedruckt Uber
m das Sekretariat von TGI (C-218)
m die Ubungsgruppe

2. elektronisch: Benutzer:

Passwort:

m http://www.informatik.uni-hamburg.de —
Gliederung — TGl — Lehre —
aktuelle Veranstaltungen — Hinweise,
Skript, Aufgaben und Musterlésungen

m http://www.informatik.uni-
hamburg.de/TGl/lehre/vi/iWS0304/F3/F3.html

m ...dort auch Ubungsaufgaben u. Lésungen!



Agyptische Multiplikation

... ein Zahlenbeispiel: 231 - 101 = 23331

231 101
115 202
57 404

28 808 (zu streichen)
14 1616 (zu streichen)

[/ 3232
3 6464
1 12928

Diese Methode ist korrekt! (Beweis mit Hilfe der
Binardarstellungen der Zahlen oder Induktion.)



Agyptische Multiplikation (2)

Beispie

rechnung: (23] - [11]10

23],= 10111 1011 =[11],

11],= 1011 10110 = [22],

5,= 101 101100 = [44],

2],= 10 1011000 = [88],

1]o= 1 10110000 = [176]
11111101 = [253],



Agyptische Multiplikation (3)

Warum ist das Verfahren fur die Informatik
Interessant?

1. ganzzahlige Division durch 2:
letztes Bit abschneiden

2. ganzzahlige Multiplikation mit 2:
0 anhangen

Diese elementaren Operationen sind leicht zu im-
plementieren!



Korrektheit des Verfahrens

m Beispiele konnen hochstens Fehler im
Verfahren aufdecken

m Korrektheit muss bewiesen werden, z.B. durch
m Induktionsbeweis
= Widerspruchsbeweis
m andere mathematische Verfahren



Problemtypen

Je nach Aufgabenstellung lassen sich
verschiedene Grundtypen von Problemen
unterscheiden:

1. Entscheidungsprobleme
Suchprobleme
Optimierungsprobleme
Abzahlungsprobleme

a & WD

Anzahlprobleme



Entscheidungsprobleme

...Zzum Beispiel:

Gegeben: Eine naturliche Zahl n € IN.

Gesucht:  Antwort auf die Frage: Ist n eine
Primzahl?

Antwort: JA oder NEIN

Problem II ist Entscheidungsproblem, gdw.
Losungsraum £(11)besteht aus genau zwei
Elementen und jede Instanz I € J(II) hat genau

eine Losung.
Z.B. £(IT) = {0,1}.



Suchprobleme

...Zzum Beispiel:

Gegeben: ungerichteter Graph
G:=(V,E)ymtECV xV und
Knoten vy, vy € V.

Gesucht:  ein Weg von v; nach v,

Antwort: Kantenfolge eines Pfades oder
,ES gibt keinen!*




Optimierungsprobleme

...Zzum Beispiel:

Gegeben: gerichteter, bewerteter Graph
G=(V,E)mitECV xXINxV
und Knoten vy, v, € V.

Gesucht: ein gunstigster Weg von v,
nach v,

Antwort: Kantenfolge eines Pfades (evtl.
mit Kosten) oder ,Es gibt kel-
nen!”




Abzihlungsprobleme

...Zzum Beispiel:

Gegeben: endliche Menge von Objekten

Gesucht: alle binaren Suchbaume fur
diese Objekte

Antwort:  Aufzahlung der binaren Such-
baume




Anzahlprobleme

...Zzum Beispiel:

Gegeben: zwel Klammersymbole [ und ]

Gesucht: Wieviele korrekt geklammerte

Terme mit 2n Klammersymbo-
len gibt es?

Antwort: Eine Zahl.(aber welche?)




Der Begriff des Algorithmus und
die Turing-Maschine



Algorithmus

... einige Algorithmus-Definitionen:

Ein Algorithmus liegt genau dann vor, wenn
gegebene Grofden, auch Eingabegrolien,
Eingabeinformationen oder Aufgaben genannt,

auf Grund eines Systems von Regeln,
Umformungsregeln, in andere Grof3en, auch

Ausgabegrofden, Ausgabeinformationen  oder
LOosungen genannt, umgeformt oder umgearbeitet

werden.
Kleine Enzyklopadie MATHEMATIK, 1968



Algorithmus (2)

Ein Algorithmus st eine prazise, d.h. In einer
festgelegten Sprache abgefaldte, endliche
Beschreibung eines allgemeinen Verfahrens unter
Verwendung ausfuhrbarer elementarer

(Verarbeitungs-)Schritte.
Bauer,Goos, Informatik I, 1991

Wichtig: Es gibt terminierende und nicht terminie-
rende Algorithmen!



Algorithmus (3)

Ein Algorithmus soll also
m schrittweise arbeiten (Diskretheit ),

m nach jedem Schritt eindeutig bestimmen, was
der nachste Schritt ist (Determiniertheit ),

m einfache Schritte enthalten (Elementaritat ).

m auf eine hinreichend grol3e Klasse von
Instanzen anwendbar sein (Generalitat ).

m sich mit endlichen Mittelnh beschreiben lassen
(endliche Beschreibbarkeit )

nach endlichen vielen Schritten zu einer
Losung fuhren (Konklusivitat ). Dies ist nicht
notwendig, aber oft erwlnscht!



Berechenbarkeit

Bereits vor der Pragung des Algorithmenbegriffs:

Suche nach formaler Definition von
Berechenbarkeit .

Wichtige Observationen:

1. Unlosbare Probleme werden auch bel
Verwendung immer schnellerer Rechner
unlosbar bleiben.

2. Unter den losbaren Problemen: Existenz
schwer-losbarer Probleme. Auch schnelle
Computer kdnnen daran nichts andern.



Beschreibungsformen fiir Alg.

m verbal

m ahnlich der Formulierung in einer
Programmiersprache

m graphisch
m mathematisch

...aber wie soll man einen Algorithmus mathema-
tisch notieren?!



Beispiel

Summe der ersten n naturlichen Zahlen:
Gegeben: n e IN

Gesucht: s=)> i
1=1

Antwort; ?

(a) verbale Beschreibung:

Beginne mit Summe := 0. Addiere sukzessive zu
Summe die Zahlen 1 bis n. Am Ende enthalt
Summe das gesuchte Resultat.



Beispiel (2)

(b) programm-ahnliche Notation:

function Summe(n)
{berechnet die Summe der nattrlichen
Zahlen von 1 bis n}
sum « 0
for : +— 1to n do sum <« sum + ¢
return sum



Beispiel (3)

(C) graphische Notation:

Summe Elngabe

Initialisierung der

<f lokalen Variablen

|

Parameterder
Prozedurals
globaler Parameter

sum =0
=0

ja

I = i+1
sum = sum-i

Summe = sum

‘ Stop ’



Die Gaufdsche Formel

Theorem: Fur beliebiges n € IN qilt:

n+1\ (n+1)-n
2 2 |

1—|—2—|—3—|—...—|—n<

Algorithmus: Summe der ersten n naturlichen
Zahlen ist ("11).

... das sieht viel einfacher aus, aber ist es auch
korrekt?

—— Das muss erst bewiesen werden!



Beweis der Gauflschen Formel

(a) direkte Methode von Gaul3:

2s = 2-> 0 i
=1+ 2 +---+ n=-1)+n+
n+mn-1)+---+2 41
= (n+1)n

Also:




Beweis der Gauf3schen Formel (2)

(b) mit vollstandiger Induktion:
Verankerung:

Induktionsannahme:
Die Gaul3sche Formel gilt flr festes, aber beliebiges
m € IN.



Beweis der Gauf3schen Formel (2)

Induktionsschritt:
St = ST i+ (m+ 1)

m-(m+1)42-(m+1)

2
(m+1)(m+2)

2

Somit ist die Annahme bewiesen!



Probleml6sung

... bestenht aus:

m Problem, vorhandene Eingaben und
gewlnschte Ausgaben korrekt erfassen

m Algorithmus finden, der das Problem |6st

m Algorithmus als korrekt nachweisen

=m Mittlere/schlechteste Laufzeit und
Speicherbedarfe ermitteln

m Algorithmus effizient implementieren



Die Landau- oder O-Notation



Anschaulich

Wir betrachten das Wachstum von Funktionen:

Auf Paul Bachmann (1894) geht die von E. Landau
popularisierte Notation zurlck.

clg(n) c2lg(n)] 4 f(n)]

t I p% f(n)] /\/_/\/
|f(n)] clg(n)| clg(n)]

> — > - >

f(n) € O(g(n)) f(n) € ©(g(n)) fln) e Qg(n))



O-Notation

Definition:
Eine Funktion f : IN — IR
wachst mit der Ordnung g(n) bzw. g, geschrieben

f(n) € O(g(n)) bzw. f < O(g),

falls g : IN — IR eine Funktion ist und eine
Konstante c € IR™ := {x € IR | x > 0} existiert, so
dass

f(n)] < c-lg(n)]

far alle, bis auf endlich viele n € IN gilt.



O-Notation (2)

Etwas knapper notiert liest sich das so:
O(g) =
{f:IN— R | (3ce R")(3ng € IN)(Vn > ny)
[[f(n)] < clg(n)]]}-

... die Menge aller Funktionen, fur die g (mit einem
konstanten Faktor) eine obere Schranke ist.
(, f wachst nicht schneller als ¢)

Mit O(f) bezeichnen wir also eine Menge von
Funktionen.

.f € O(g)ist von der Ordnung O(g)."



Zusammenfassung

m Die O-Notation ist asymptotische Notation. Sie
spiegelt das Verhalten einer Funktion nur far

grof3e n korrekt wider. f(n) € O(g(n)) bedeutet:

m g(n)und f(n) haben flr grol3e n ein
ahnliches Wachstumsverhalten.

m Esist ‘ééﬁ; < cfur alle n > ny mit g(n) # 0.
m Es gilt, falls a;. #£ 0:

O(an® + ap_in* 1+ ... 4+ an+ ay) = O(n*)
= O(f(n) +g(n)) = O(maz(|f(n)],[g(n)]).




Beispiele zur O-Notation

Beispiele:
Seien f und g definiert durch:
f(n) :=12n* — 11n° + 1993 und g(n) := Tn’® — n.

Dannist g € O(f) aber nicht f € O(g).

Auch qilt
f € O(n)

und
f € 0(7028060n" — 1948).

1000z € O(z* — 7)



Die Funktionsklassen {(g)

Definition:

(g) =
{f:IN—> R
(3c € R")(3no € IN)(Vn > no)[clg(n)] < [f(n)]]}

... die Menge aller Funktionen, fur die g (mit einem
konstanten Faktor) eine untere Schranke Ist.

(. wachst nicht langsamer als ¢“)



Funktionsklassen O(g)

Definition:

O(g) =
{f:IN—> R

(ECl,CQ - R+)(E|no - ﬂV)
(Vn = no)ler[g(n)] < [f(n)] < 2 lg(n)]]}-

,f wachst etwa so schnell wie ¢“



Beispiel zu O(g)

Beispiel: Um zu beweisen, dass

1
5712 — 3n € O(n°) n — 00

muss man solche ¢; > 0, ¢, ng finden, dass

cin’ < ]§n2 — 3n| < con’®  furn > ng
1 3 .
(g <l|=——|<c¢ flrn > ng
2 n



Weitere Funktionsklassen

Definition:
o(g) ={f:IN - R | (Vce R")(3ny € IN)
(V= no)[ | f(n)] < clg(n)|]}

,f wachst langsamer als ¢"*
Beispiel: In(z) € o(\/z) und +/x € o(x)

Definition:
Es sei f € w(g) genau dann, wenn g € o( f)

./ wachst schneller als ¢*



Zusammenhange

... grundlegende Beziehungen zwischen
O-, O- und 2-Notation:

fin)€O(g(n)) <= fln)eO(gn) und f(n) € Qg(n)).

Eine Auswahl von Regeln zur Manipulation von
O-Ausdrlcken: m

nm € O(m™) fallsm <m
fln) € O(f(n))
cO(f(n)) = O(f(n))
O(0(f(n))) = O(f(n))
O(f(n)) +0(g(n)) = O(f(n)|+lg(n))
O(f(n))O(g(n)) = O(f(n)g(n))
O(f(n)g(n)) = f(n)O(g(n))



kanonische Erweiterung

Man schreibt f(n) + O(g(n)) fur

{g"| g'(n) == f(n) + h(n) und h € O(g)}
...Zzum Beispiel:

n

Z(e+0(k)) e,k € IR

e+ Ok)={{f:IN— IN|dc:|f(n, k)| <c-k}

Also: > . (e + O(k)) enthalt alle Funktionen der
Form: > 7 e+ > 1 o f(n, k)



Abschitzung

Wegen |f(n, k)| < c- k folgt:

€-n _‘-) \f(n,())]—l—]f(n,l)]—l—+\f(n,n)\
< e nNn+1)4+c-0+c-1+---4c-n
— . (n _—_) c. n(n2+1)
= c- %2+(§+6)-n+e
< d-n?

Also: >70 (e + O(k)) C O(n?),
da die linke Seite eine Menge von Funktionen
beschreibt!



log-Funktion

Definition: Wir schreiben log(n) anstelle des oft
Ublichen log n, aul3er in der Variante (log n) statt
(log(n)), und meinen damit:

/

1 fallsn <1

| =
og(n) <\ llogy(n)] +1 , sonst.

... die Lange der Binardarstellung einer naturlichen
Zahl.

Anzahl der Speicherzellen/Schritte ist eine
naturliche Zahl.



Effizienz

... Jetzt haben wir die Grundlagen zum Einordnen
von Funktionen (Schranken).

ABER: was wollen wir eigentlich abschatzen?
Zelt und Platz miussen formalisiert werden.

— Turing-Maschine zur Vereinheitlichung des
Zeitbegriffes (Rechenschritte,

Konfigurationstibergange ) und des
Speicherbedarfes (Bandzellen ).

... Im Skript: Beispiel ggt-Berechnung



Ausblick

- [e[#[# ek N [c[a[a[e[#[#[#[#[#[#[#} -




Deterministische Turing-Maschinen
(DTM)



Turing-Machine

Wir suchen ein Modell zur formalen Definition
m der Berechenbarkeit von Funktionen und
m deren Zeit- und Platzbedarf .

— Verschiedene Modelle existieren:
= [uring-Maschine
m \-Definierbarkeit
u-Rekursivitat
WHILE-Programme




TM allgemein

... schematische UJJ.!:JJJJJJ.# #[[e| N[ [a e[ [#[#[#[#[#[#][#]
Darstellung einer

TM mit beidseitig . O\
unendlichem O gtering o

Band:

m Wie sehen die Kanten aus?

m Was kann mit dem Arbeitsband passieren?
m Was ist die Akzeptierbedingung?

m Wird etwas ausgegeben? (wichtig fur die
Definition der Berechenbarkeit!)



Definition: DTM

Eine deterministische Turing-Maschine  (DTM)
wird beschrieben durch A := (Z,%,1, 9, qo, Zend),
wobel:

m / endliche Menge (Zustande)

m [ endliche Menge (Bandalphabet)

m > endliche Menge (Eingabealphabet)
mitX G, undI'NZ =0

m Hcl \ D (Symbol flr das unbeschriebene Feld)

...gemeint: jedes ,Nicht-Eingabe-Feld" mit # initialisiert.



Definition: DTM (Forts.)

Eine deterministische Turing-Maschine  (DTM)
wird beschrieben durch A := (Z,%,1, 9, qo, Zend),
wobel:

m <z (Startzustand)

m . C 7 (Endzustande)

mi: (/xD)- (T x{L,RH} x”)
(Ubergangsfunktion)

m ...bestimmt zum aktuellen Zustand und Bandsymbol
den mit neuer
Bandinschrift/Kopfposition.



Konfigurationen einer DTM

Allgemein wird ein Systemzustand vollstandig
beschrieben durch:

m Spezifikation der Struktur des Systems
(die DTM)

m Angabe des Systemzustandes
(der Zustand der endlichen Steuerung und die
Kopfposition)

m Angabe des Speicherinhaltes
(die Bandinschrift)

=- Konfiguration einer DTM: (u,q,v) € ' x Z x I'*



Eigenschaften der DTM

m Die Ubergangsfunktion darf partiell sein
(d.h. sie darf Definitionsllicken enthalten)!

m Folgezustande/Folgekonfigurationen sind
eindeutig bestimmt.

m Es gibt genau einen Startzustand.

Es gibt Varianten, die sich bzgl. der
Berechenbarkeit als aquivalent erweisen:

m einseitig unendliches Band
m beidseitig unendliches Band
m mehrere Arbeitsbander



TM-Varianten

beidseitig
unendliches
Arbeitsband

beidseitig
unendliches
Arbeitsband

endliche
Steuerung O

einseitig
unendliches
Arbeitsband



Beispiel: 01"

Zustand 0 1 X Y
q0 (X, R, q1) — — (Y,R,q3)
q1 0,R,q1) (Y.L, q2) — (Y, R, q1)
q2 (0, L, g2) — (X,R,q0) (Y,L,q2)
q3 — — — (Y,R,q3) (#, R, q4)
q4 — — — —




Konfigurationsiiberginge

.|1|1|#|#|#|#|#|#|#|#|#|#
qU ‘

X. |1|#|#|#|#|#|#|#|#|#|#
i ‘

qr ‘
rﬁ' |1|#|#|#|#|#|#|#|#|#|# .I.‘ #\H#|F#|F#\#|F#|F#|#F|F#F|F
7 ‘
o e (1 [#[#[# ] [##]#]#]#]# -
@ihhhhwwwwwwvvnn .
2 =
qz ‘

” q4 Endzustand erreicht!

Ilh##########””

XXY #|#|#|#l#

@

Il\Y##########””

@

Y (W | # || # | # | # | #|F|F|#F|F




Definition: Konfiguration

w e I'™ - Z -1 helld3t Konfiguration gdw.
B w=upvmitu,vel™undp e Z:

B A befindet sich im Zustand p, die Bandinschrift ist wv und
der Kopf steht auf dem ersten Zeichen von v. Falls v = ),
S0 ist # unter dem Kopf.

W Fallsv # A\, dannistv € I'*- (I'\ {#}), d.h. ganz rechts in
v steht nicht das Symbol # und rechts von v sind nur
noch #'s auf dem Band.

B Entsprechend fur u: Falls v # A, dann ist
u € (I'\ {#}HI'™, d.h. ganz links von « steht nicht # und
links von « sind nur noch #'s.



Konfigurationsiibergang

m KONF,; bezeichnet die Menge aller
Konfigurationen der Turing-Maschine M.

m FUr eine DTM A ist die Schrittrelation
— C KONF 4 x KONF 4 erklart durch:

w — w' gilt genau dann, wenn flr w = uypxv
mitu,v el™ x,y,z€I'und p,q € Z, folgendes
gilt:

uqyzv, falls d(p,x) = (2, L, q)
w/ — uyzqu, falls 5(]7, Qj) — (27R7 Q)
uyqzv, falls d(p,z) = (2, H, q)




Weitere Begrifie

m Mit = wird die reflexive, transitive Hiille von -
bezeichnet.

m Folgen von Konfigurationen
ki, ko, ks, ... ki kirq,..., diein der Relation
ki kob— «oiF— ki ki ...
stehen, heillen Rechnungen .

m Endliche Rechnungen k1 — kot— - — Kk,
heil3en Erfolgsrechnungen , wenn



Definition: akzeptierte Sprache

FUr die DTM A = (Z,%,1, 4, qu, Zend) bezeichnet
L(A) die von A akzeptierte Sprache :

L(A) :={w e ¥ | Ju,v € T*3q € Zena : qow F— ugqu}

FUr das obige
Beispiel:

L(A) =
{0"1" | n € IN}




Def.: Turing-Berechenbarkeit

Sel X ein Alphabet.

Eine (Wort-)Funktion f : X* — >* heil3t
p

(Turing-)berechenbar oder partiell rekursiv  gdw.
eseine DTM A = (Z,%, 1,0, qo, Zeng) gibt mit:

Gow Z qev, fUr g. € Zeng  gdw.  f(w) =wv ist.

... der Funktionswert steht ab der Kopfposition als
einziges (abgesehen von #'s) auf dem Band!




Definition: Berechenbarkeit auf IV

Selenr,s € INundr,s > 1.

Eine (partielle) Funktion f : IN" — IN® heil3t
p

(Turing-)berechenbar oder partiell rekursiv  gdw.
eine DTM A = (Z,%, 1,6, qo, Zeng) €Xistiert mit

qo()mlﬂl c .. 10mr+1 % p0n1+1 10n2+11 o 10n8+1
und p € Zend, SOWie
f(m17m27- .. 7mfr) — (n17n2,. .. 7n8)

gdw. der Funktionswert definiert ist.



einige berechenbare Funktionen

mf:IN—>INmitf(z) =x+1 (Nachfolger)

m {1} — {0, 1} mit f(w) := v mit [w]; = [v]s
(unar—binar Konversion)

m [N — INmit f(z,y) =z +y (Summe)
mf:IN°— INmit f(z,y) ==z -y (Produkt)

m f:IN°— INmit f(z,y) := 2V
(Exponentiation)

... aber nicht alle Funktionen sind berechenbar!!!




Existenz nicht berechenbarer Fkt.

m DTM als endliche Zeichenkette darstellbar
= Menge aller DTM abzahlbar.

m st die Menge aller Funktionen f : IN — {0,1}
abzahlbar? (Annahme: JA! = fi, fo, f3,...)

m Definiere g : IN — {0, 1} durch

0 falls f(z) =1

g(a:‘) = 1 sonst

\

m Danngilt: Vvn e IN : g # f, Widerspruch!!!
Also muss es nicht berechenbare Funktion geben!



beidseitig / einseitig unendl. Band

m Zwel Turingmaschinen A und B heil3en genau
dann aquivalent , wenn sie die gleiche Sprache
akzeptieren, d.h. L(A) = L(B) qilt.

m Zu jeder DTM A mit beidseitig unendlichem
Arbeitsband gibt es eine aquivalente DTM B
mit einseitig unendlichem Arbeitsband und

umgekehrt.
----—6|—5|—4. 2|-1| 0 | 1 | 2 | 3 | 4 | 5 | 6 -
Bewelsidee:
,opuren- L‘

bildung*




Darstellungsvarianten fiir TM

m graphisch als Zustandsuibergangsdiagramm
m als Tabelle
m als Turingtafel (o als Relation

CZxY xY x{L, H, R} x Z geschrieben)

... sind alles Moglichkeiten zur Darstellung ein und
dasselben mathematische Modells!

...und dann gibt es noch die ,h6hersprachliche” Va-
riante mit mehreren Bandern ...



Mehr-Band = 1-Band

... dieselbe Idee fuhrt zum Ergebnis:

ZU |jeder deterministischen k-Band off-line Turing-
Maschine A mit £ > 1 gibt es eine aquivalente DTM
B mit nur einem Band.

* - > ‘ nur Lesen

|$HthPPFVVVVVHH””

endliche .
nur Schreiben

Steuerung O ---»
|A|U|s|G|A|Bl;ﬂfkﬁhﬂﬁﬂ#|#|#|# e

<-_-> [
ool #|# A T [Hl | | |m|# ||| # | #]#

- - >

- #[ele[a[c[ eS|k e[ [ [ [#[#]# -

-« - >

o #[##aR[B e[ [ [##[# A # %% -




nichtdeterministische TM

M = (Z,%,T, K, qy, Zeng) heildt
nichtdeterministische Turingmaschine (NTM),
wenn zu jedem Paar (p,y) € Z x I" eine endliche

Zahl von Ubergéangen maoglich ist:
§: 7 x T — oL H}xZ

Alles andere, wie bei der DTM.



NTM-Ubergangsrelation

Alternativ zu §: Kanten als Relation K

KCZxI'xTI'x{L R H} xZ

...ZU einem Zustand ¢ und einem Symbol = unter
dem Kopf kann es mehrere verschiedene Moglich-
keiten fur die Folgekonfiguration geben.

...zum Beispiel:
(q, A, A, R, q")und (q, A, #, H, ¢") kdnnten beide in
K sein!



Beispiel: NTM

M = ({q0, q1, 42}, {0,1},{0, 1, #}, 9, q0, #, {a2})

0,1,R 0,0,

77,1 '4‘!EII')
1 7

Zustand 0
q0 {(1, R,q0)} {(0,R,q1)} 0
qi {(07R7Q1)7(07L7QO)} {(17R7 Q1)7(17L7QO)} {(#7R7 CI2)}
q2 0 0 0

Aufgabe: Welche Konfigurationen sind bel
Eingabe von 01 (bzw. 100) erreichbar?



Ausblick

Entscheidbarkeit /Beweisbarkeit
r e X"

Ist £ Element der

Menge L 7

JA NEIN



Beispiel: NTM

M = ({q0, q1, 42}, {0,1},{0, 1, #}, 9, q0, #, {a2})

0,1,R 0,0,R

77,1 '4‘!EII')
1 i

Zustand 0
q0 {(1, R, q0)} {(0,R,q1)} 0
q1 {(O?Racﬂ)a(O?LaQO)} {(17Ra Q1)7(1aL7QO)} {(#,R, QQ)}
q2 0 0 )

Aufgabe: Welche Konfigurationen sind bel
Eingabe von 01 (bzw. 100) erreichbar?



Beispiel: NTM-Konfigurationen

0,1,R 0,0,R

\ ¢ on \/
DE-O=q

Eingabe: 01 (bzw. 100) 0,0,L

q0]01 57 1{qo]1 37 10[q1] 37 104 [q2]

90]100 37 0[¢:1]00 57 00[q:]0 t57~ 000[g: ] 7~ 000 [g2]
40]100 37 0[¢1]00 157 [90]000 57~ 1{g0]00 37 11[go]0 57 111[go]
40]100 37~ 0[g1]00 57~ 00[g:]0 37 0[g0] 00 7~ 01[go]0 77~ 011 o)
90]100 57 0[¢1]00 57 00[g: 0 77 000[g: ] 37 00[g0]0 7 001[go]



Entscheidbare

VS.

rekursiv aufzahlbare
Mengen



Akzeptierung/Berechnung

... eIin kurzer Ruckblick:

m Sprache L wird durch eine TM M akzeptiert
gdw. nur Worter aus L eine Erfolgsrechnung
auf M haben.

m Funktion f wird von DTM M berechnet, gdw.
M fur jede Eingabe w In einer Endkonfiguration
. f (w) halt bzw. nicht halt, falls w ¢ Def(f).



Definition: rekursiv

Eine Menge L C X* heildt (relativ zu >¥)
entscheidbar oder rekursiv gdw. ihre
charakteristische Funktion y : ¥* — {0,1}
berechenbar ist.

Die Klasse aller entscheidbaren Mengen wird mit
REC (recursive sets) bezeichnet.

Entscheidbarkeit
reXy’

l

|:1:€L?|

JA NEIN




Definition: rekursiv aufzahlbar

Eine Menge L C X* heil3t beweisbar oder rekursiv
aufzahlbar gdw. L = () ist, oder eine totale
Turing-berechenbare Funktion ¢ : IN — »* existiert,
fUr die g(IN) = L ist.

Die Klasse aller aufzahlbaren Mengen wird mit RE
(recursively enumerable sets) bezeichnet.

Beweisbarkeit
rey’

l

r e L7

...oder
anders dar- ()
gestellt: JA



Eigenschaften

Theorem: L ist rekursiv aufzahlbar gdw. eine TM M mit
L = L(M) existiert. Beweisidee: L =L(M)=3dTM A,
die alle Worter aus L auf die Ausgabe schrelbt:
B Generiere sukzessive Paare aus (i, j) € IN”.
B Simuliere M auf dem :-ten Wort w;.
B Falls M nach 5 Schritten halt, schreibe w; und ein
Trennsymbol.
1TM A, die alle Worter aus L schreibt = L = L(M)
B \Verwende Zahler ;
B Kontrolliere, ob w; (Ausgabe von A) das Eingabewort w
Ist? Ja:. akzeptiere! Nein: inkrementiere .

Analog: L rekursiv aufzahlbar = 3TM M : L = L(M)



Eigenschaften

Theorem: Ist eine Menge L und ihr Komplement L
rekursiv aufzahlbar, so ist L auch rekursiv.

re ¥’

-—.—.—.—-—.—.—.—.—.—,

"---------

NEIN



Hierarchie

Folgende Beziehungen wollen wir zeigen:

A 0 A O

+

Klasse der regularen Mengen

Klasse der kontextfreien Mengen

Klasse der kontextsensitiven Mengen

K
K
K
K

asse der entscheidbaren Mengen
asse der aufzahlbaren Mengen
asse der abzahlbaren Mengen

asse der Uberabzahlbaren Mengen

Existenz tUberabzahlbarer Mengen ist bekannt.

(z.B. aus Diagonalbeweis).



Abschlusseigenschaften

Theorem: Die Klasse der entscheidbaren Mengen
bildet eine boolesche Mengen-Algebra.

Beweisidee: Z.z. ist der Abschluss gegen
m Komplementbildung,
m Durchschnitt,

m \ereinigung.

Komplementabschluss:
...einfach JA und NEIN vertauschen.



inigung

Vere

JA NEIN

NEIN

JA




Durchschnitt

... folgt nach De Morgan, oder direkt:

F-----------

JA NEIN



Godelisierung von FA’s

...wird

b

y >

Dane@

a

X

b

XX

qo

Z

d1

7

kodiert durch:

Kante (qg, b, ¢1): -ZXXZZ

Insgesamt: ~ZXZ-ZXXZZ+ZZXXZZ

...ahnlich auch fur Turing-Maschinen!



nicht aufzihlbare Menge

m Wir zeigen, dass es Mengen gibt, die nicht
rekursiv aufzahlbar sind:

Theorem: Sei GG ein Alphabet zur Kodierung von
Turing-Maschinen bzw. Wortern, sowie w; das :-te
Wort und M, die i-te DTM In der lexikalischen
Aufzahlung der Worter (M;) € G*.

Dann ist die Menge L, := {w; | w; ¢ L(M;)} nicht
aufzahlbar.

(Selbstanwendbarkeitsproblem)



Beweis: L; & RE

Charakteristische Funktion fur L(M;) und Ly:

wo | wi w9 Wn,
My 0 1 1 0
M- 1 1 0

Mo 1 0 0 1
M, 1 1 0 1
Ly 1 0 1 0

Also: Vi € IN : w; € L(M;) <= w; & Ly.
Somit Vi € IN : L(M;) # Ly

und L, nicht aufzahlbar!



Das Komplement von [

.. .Ist aufzahlbar:

lw

bestimme 7 fur w = wi

in lexikalischer Ordnung

Diese TM akzeptiert

w gdw. w € Ld

konstruiere TM-T afel
der -ten TM M

simuliere Mi mit
wi € Mi
Eingabe wi




Definition: UTM

m Sel M eine DTM mit Anfangskonfiguration k.

m Sei (M) die Kodierung Uber dem Alphabet
G :={0,1} von M und (ky) jene von k.

Elne DTM U e (Z7 27 F, 5, q07 Zend) heIBt
universelle Turing-Maschine  (UTM), wenn flr die
Anfangskonfiguration g, (M) (k) qilt:

m kb ks = (A)(k) - (A)(k;), wobei hier
nur die relevante Bandinschrift von U gemeint

Ist, ohne die Stellungen ihres LSK und der
Zustande.



Existenz einer UTM

Definition der universellen Turing-Maschine
macht noch keine Aussage daruber, ob so etwas
auch tatsachlich existiert!

Lemma: Es gibt universelle Turing-Maschinen.

m Lesen der Kodierung einer TM und eines
Eingabewortes,

m Simulation der Einzelschritte der kodierten TM.
m hier kein Bewelis (durch Angabe einer UTM)



Das Halteproblem

Das Halteproblem lautet:

Gegeben: Ein Computerprogramm P und
ein Eingabe z fur P.

Gesucht: Kommt P flr x jemals in einen
Stop- bzw. Endzustand?

Antwort: ?

m Darstellung als Menge:
H = {{(M){(w) | TM M halt auf w}

m Wichtig zur Erkennung von Endlosschleifen!
m Aber: H ist unentscheidbar.



Beweis: Halteproblem ¢ REC

Erster Beweis: Konstruktion mit Widerspruch
Angenommen M |0st das Halteproblem:

Programm P Eingabewort x

AN

JA NEIN

P stoppt bei P stoppt nicht
Eingabe x bei Eingabe z



Halteproblem (2)

Eingabewort x ersetzt durch das Programm P:

Programm P Eingabewort P

AN

JA NEIN

P stoppt bei P stoppt nicht
Eingabe P bei Eingabe P



Halteproblem (3)

Neue Maschine M mit Endlosschleife bei JA:
Programm P Eingabewort P

] ~ |
. M \
M
] |
I A NEIN |
] |
P stoppt nicht
] = |
\ Endlos- bei Eingabe P \

schleife
- mm mm wm W - e mm mm



Halteproblem (4)

Als Programm P verwenden wir jetzt M:

Programm M Eingabewort M

M

JA NEIN

M stoppt nicht
Endlos- bei Eingabe M

schleife
- em s s wm - wm wm W



Halteproblem und L

m Kodieren wir L, und H mit dem Alphabet {0, 1}.

m Die Unentscheidbarkeit des Halteproblems H

kann dann durch Reduktion von Lflo’l} auf A
gezeigt werden (bel geeigneter Kodierung):

w € LC{ZO’l} — (w)(w) ¢ H
ALSO: Wenn H entscheidbar, dann auch LC{ZO’”.



Halteproblem ist aufzihlbar

H = {(M){(w) | TM M halt auf w} ist rekursiv
aufzahlbar.

m \WIir nehmen eine UTM.

m Diese simuliert M auf der Eingabe w
=m Solange, bis M halt,

= oder unendlich lange, falls M nicht auf w
halt.

Mithin akzeptiert die UTM das Wort (M) (w) gdw.
M auf dem Wort w halt.



Ausblick

m Weitere wichtige Unentscheidbarkeitsresultate
m Weitere Berechenbarkeitsmodelle

m Realistische Maschinenmodelle



Turingsche These

Die Turing-berechenbaren Funktionen
sind genau die im intuitiven Sinne bere-
chenbaren Funktionen.

Analog fur den A\-Kalkdl:

Die Churchsche These : Die \-definierbaren
Funktionen sind genau die im intuitiven Sinne
berechenbaren Funktionen.



Einige unentscheidbare Probleme



Unentscheidbare Probleme

m schon als unentscheidbar gezeigt:
m Sprache L,
= Komplement von L,
= Halteproblem

m aulRerdem unentscheidbar:

m einige Kachelprobleme bzw.
(2D-)Dominoprobleme

Vorkommen einer 1 als Bild einer Funktion
Leerheitsproblem fur TM
10. Hilbertsches Problem



Kachel- /Dominoprobleme

Gegeben: Eine Menge von r Kacheltypen
R ={Ki, Ky,...,K,} ,née€ IN
(beliebig viele Kacheln von |e-
dem Typ)

Gesucht: (A) Kann man den ersten Qua-
dranten der euklidischen Ebe-
ne korrekt kacheln?

(B) Kann man eine Flache der
GrofRe n x n korrekt kacheln?

Antwort: JA oder NEIN




Beispiel: Kachelproblem

bt "

m nur gleichfarbige Seiten durfen
aneinandergelegt werden!

m Steine durfen nicht gedreht werden!

Theorem: Das Kachelproblem (A) ist
unentscheidbar.

Fur (B) gibt es zur Zeit deterministische Verfahren
nur mit exponentiellem Zeitaufwand, denn das Pro-
blem ist N'P-vollstandig.



(eine

Kachelproblem




Kommt 1 als Funktionswert vor?

Definition: Mit M sei die Menge aller
(Kodierungen von) Turing-Maschinen M
pezeichnet, die totale Funktionen f, : ¥* — {0,1}
perechnen.

Gegeben: Eine beliebige stets haltende
Turing-Maschine

Gesucht:  Wird bei allen Eingaben stets
die Ausgabe 0 berechnet?

Antwort: JA oder NEIN




Beweis

Annahme der Entscheidbarkeit von
P:={M e My |Jwe ¥X*: fy(w) =1}
= TM Ap berechne yp von P.

(1, falls M € P

Also: M) =
XP(< >) <\ 0, sonst

m Betrachte Klasse Mp,, von TM, mit:

m Eingabe n € IN — simuliere genau n
Schritte von B bel Eingabe von w,

= halte an und gib 1 aus, sofern B nach genau
n Schritten auf w halt,

= Sonst gib eine 0 aus.



Beweis (Forts.)

3
i 2
1518
S

M5 ., druckt bei Eingabe von n eine 1

I

B halt auf w nach n Schritten an
—
w € L(B)

Dann entscheidet A aber das Halteproblem!

Widerspruch !!!



Unentscheidbarkeitsresultate

Theorem: Es gibt keinen Algorithmus, der fur eine
beliebige Funktion f,; € M entscheidet, ob
frr(w) = 1 fir mindestens ein w € ¥* gilt.

Korollar: Es ist unentscheidbar, ob eine beliebige,

durch eine TM definierte, entscheidbare Menge M
leer Ist.



Alternativen zum
durch Turing-Maschinen

definierten Berechenbarkeitsbegrift



Ubersicht

m Automatenmodelle:
m 2-Kellerautomaten/k-Kellerautomaten
m Zahlerautomaten

m mathematische Modelle:
m -rekursive Definierbarkeit

m realistische Modelle:
= RAM (Random Access Machine)



2-Kellerautomaten

... zur Akzeptierung von Sprachen:

7 nur Lesen -——=»

|$‘E.\-II (G |2 BB #|# | #|# | #|#]# -

endliche
Steuerung O

Zugriff nur oben




2 Keller = Turing-Band

EEBECIE I«s| ] o[ o[ ] a[H)

(2fa]2)c )Y YaYolo Yo L)

\

llalalblclallc alblbla|b|L




Zahlerautomaten

Ein k-Zahler-Automat ist ein £-Keller-Automat, bel
dem das Kelleralphabet fur die Keller (zusatzlich zu
dem benutzten Kellerboden- symbol L) nur aus
einem einzigen Zeichen, z.B. x, besteht.

Furl' = {yl, Yo, . .. 7yk—1} wird Kellerinhalt Yi YisYis - - - Yi,,
durch die Zahl iy - k™ Y 4+ 49 - K™ 2+ ... +4,, 1-k+1i,,in
eindeutiger Weise k-nar kodiert.

push(y;) entspricht der Anderung z :== 2 - k + 4
pop entspricht der Anderung z := | £

top= y; entspricht dem Test: = z mod &



Aquivalenzen

Eine Menge M ist genau dann aufzahlbar, wenn
sie von einem Automaten der folgenden Art
erkannt werden kann:

1. Einer deterministischen Turing-Maschine
(DTM).

2. Einer nichtdeterministischen Turing-Maschine
(NTM).

3. Einem 2-Keller-Automaten.
4. Einem 2-Zahler-Automaten.



Mathematische Definition
der Berechenbarkeit:

primitive- und p-Rekursion



Prinzip der primitiven Rekursion

Funktionen werden zusammengesetzt

m aus elementaren Basisfunktionen
m Kkonstante Funktionen
= Nachfolgerfunktion
m Projektionen (Zugriff auf eine Komponente
eines Tupels)
m durch Anwendung von elementaren
Operationen
m Substitution (Schachtelung)
=m primitive Rekursion



Basistunktionen

m Nachfolgerfunktion: S :IN — IN ={0,1,2,...} mit
S(n):=n+1.

m konstante Funktionen: (7 : IN" — IN furr,q € IN mit:
Cg(nl,ng, ce ,nr) = (q

far alle r-Tupel (ny,n9,...,n,) € IN". Die nullstellige
Konstante ¢ € IV ist somit: C7) := q.

B Projektionsfunktionen: U] : IN" — IN mit:
UZ(nl, no, ... ,nr) =N

far alle r-Tupel (ny,n9,...,n,) € IN".



Operationen (1)

Substitution: Sind f: IN" — INund ¢1,¢2,...,9, : IN™" — IN
INn PR, so ist auch die Funktion A : IN™ — IN mit

h(ny, oy ... .nm) == f(g1(N1, oo s Mam )y s Gr(N1, oo s M)

In PR.

...zum Beispiel: h : IN* — IN mit h(x,y) := (22 -y) + 1 wird
zusammengesetzt aus S : IN — IN und mult : IN* — IN mit
mult(x,y) := x -y als:

h(a,b) = S(mult(mult(U},U}),Us))(a,b) = S(mult(mult(a,a),b))



Operationen (2)

primitive Rekursion: Sind f: IN" — INund ¢g: IN"** — IN
in PR, so ist auch die folgende Funktion A : IN"*' — IN in
PR, die den folgenden Rekursionsgleichungen genigt:

a) h(0,ny,n9,....,n.) = f(ny,...,n,),
b) h(S(n),ni,...,n.) = gn,h(n,ny,...,n.),n1,...,N0,.),

h entsteht durch primitive Rekursion aus f und g.




Definition PR

Die Menge PR der primitiv rekursiven

Funktionen besteht aus den Basisfunktionen und
den sich in endlich vielen Schritten durch
Substitution und primitive Rekursion ergebenden

Funktionen.
Andere Funktionen gehoren nicht zu PR.

Jede primitiv-rekursive Funktion f € PR ist eine to-
tale Funktion, d.h. sie ist uberall definiert. Aul3er-

dem ist f(x) stets eindeutig bestimmt.




Beispiel: Addition in /N

Die Addition in IV ist durch die folgenden
Rekursionsgleichungen definiert:

add : IN* — IN mit
add(0,n) = Uj(n),
add(S(m),n) g(m, add(m,n),n)),
g(z,y,2) = S(U;(x,y,2)).

Ubliche Kurzform:

0+n = n,
(m+1)+n = (m+n)+1.




Beispiel: Multiplikation in [V

Die Multiplikation in IN, mult : IN* — IN, ist
definiert durch:

mult(0,n) = Cj(n),
mult(S(m),n) = g(m, mult(m,n),n),

g(x,y,2) = add(Uy(x,y,2),U;(z,y,2)).

Kurzform:

m - n + n.



Beispiel: Fakultit

h(0) = CY
h(S(n)) = mult(S(Ui(n,h(n)),Ui(n, h(n)))

Da mult primitiv rekursiv ist, ist somit die
Fakultatsfunktion ! : IN — IN als primitiv rekursiv
nachgewiesen durch:



Eigenschaften

Theorem: Jede primitiv-rekursive Funktion
f:IN" — IN ist Turing-berechenbar.

Die Umkehrung des Satzes ist jedoch falsch!

Denn es qilt:

Theorem: Nicht jede Turing-berechenbare
Funktion ist total.

Frage: Sind die totalen Turing-berechenbaren
Funktionen genau die primitiv-rekursiven
Funktionen?

NEIN! Gegenbeispiel: Ackermann-Funktion.



Definition: Ackermann-Funktion

Die Ackermann-Funktion ist wie folgt definiert:
m f(0,n):=n+1,
m f(m+1,0):= f(m,1),
mf(m+1n+1):=f(m, f(m+1,n)).

Die Ackermann-Funktion ist Turing-berechenbarr,

iIhre Funktionswerte sind fur alle Argumente
eindeutig bestimmt.

Theorem: Die Ackermann-Funktion ist nicht
primitiv-rekursiv.



Lemma zu prim.rek. Funktionen

Sel g: IN" — IN primitiv-rekursiv. Dann gibt es ein
c € IN, so dal3

g(n17n27"'7n7“) < f(cvnl_l_nQ—l_---—l_nr)

far alle (nl, no, ... ,nr) c IN'.

Zu jeder primitiv rekursiven Funktion gibt es el-
ne Konstante, so dald die Ackermann-Funktion
als obere Schranke dienen kann.




Beweis: Ackermann-Funktion

Beweisidee: Angenommen, die f sel
primitiv-rekursiv. Dann ist auch die Funktion

g(n) _ f(nvn)

primitiv-rekursiv, denn
g(n) = f(Ui(n,m),Ui(n,m)) € PR.
Nach Lemma gibt es ein ¢ € IN mit

g(n) < f(c,n) furalle n e IN.
Fur den Spezialfall n = ¢ gilt dann aber:
g(c) < flc,¢) = glo).
Widerspruch!!!



michtiger durch u-Rekursion

Sei f: IN""' — IN eine beliebige partielle Funktion
und (z1, xs, ..., x,) €in beliebiges, festes n-Tupel
aus IN". Dann betrachten wir die Folge von
existierenden (!) Funktionswerten:

Yo -— f(CE’l,ZCQ, ce 7xn70)7
Y1 = f(CE’l,ZCQ, ooy Ly, 1)7

Yk -— f(xlam% ey iy k)?

Minimiere k, so dal y,. = 0.




Definition: y-Operator

Sei f : IN"*! — IN eine partielle Funktion.
Seiferner M :={i | f(x1,29,...,2,,7) = 0}.
Dann ist

My[f(.Tl,I'Q, ceey Ly y) — O]

( min(M) falls min(M) existiert

= < und Vi < Hlil’l(M).(Q?l,QTQ,- . 737n7j) = Def(f)

div sonst

\

... allgemein: uy|Q(x,y)| fur eine Eigenschatft Q).



Def.: y-rekursive Funktionen

Eine Funktion f heil3t y-rekursiv
(partiell-rekursiv ) genau dann, wenn f entweder

1. eine primitiv-rekursive Grundfunktion ist oder

2. durch Substitution aus p-rekursiven Funktionen
entsteht oder

3. durch primitive Rekursion aus p-rekursiven
Funktionen entsteht oder

4. durch Anwendung der Minimalisierung (des
u-Operators) aus p-rekursiven Funktionen
entstent.



Die partiell rekursiven Funktionen

Theorem: Die Ackermann-Funktion ist u-rekursiv.

Theorem: Fur eine n-stellige Funktion
f: IN" — IN sind folgende Aussagen aquivalent:

1. fistdurch eine 1-DTM berechenbar,
2. fistdurch eine £-DTM berechenbar,
3. fist u-rekursiv (partiell-rekursiv),

4. f ist durch eine RAM berechenbar.



Ausblick

m Ein realistisches Maschinenmodell: die RAM:;

m erweiterte Grammatiken:
m kontextsensitive Grammatiken,
m Phrasenstrukturgrammatiken;



Aquivalenzen

Eine Menge M ist genau dann aufzahlbar, wenn
sie von einem Automaten der folgenden Art
erkannt werden kann:

1. Einer deterministischen Turing-Maschine
(DTM).

2. EIner nichtdeterministischen Turing-Maschine
(NTM).

3. Einem 2-Keller-Automaten.
4. Einem 2-Zahler-Automaten.
5. M ist durch eine RAM akzeptierbar.



Aquivalenz DTM/NTM

1. Jede DTM ist auch NTM.

2. Simulation einer NTM auf einer DTM.
m DTM hat keine Platzbeschrankung;

m Merken des Konfigurationsbaumes auf dem
Band;

m systematische Suche nach
Erfolgsrechnung.

Detalls im Skript und in der Literatur!



Die partiell rekursiven Funktionen

Theorem: Fur eine n-stellige Funktion
f: IN" — IN sind folgende Aussagen aquivalent:

1. fistdurch eine 1-DTM berechenbar,
2. f ist durch eine k-DTM berechenbar,
3. fist u-rekursiv (partiell-rekursiv),

4. f ist durch eine RAM berechenbar.



Random Access Machine (RAM)

Was unterscheidet die RAM von der TM?
m Rechnet auf naturlichen Zahlen.

m Speichermodell: Register
= nehmen beliebige naturliche Zahlen auf
m direkter Zugriff auf Register tber Adressen
moglich
m Indirekte Adressierung moglich

m Programmodell: festes Programm



R AM-Schaubild

D Eingaberegister (read only, - - »)

R0: Akkumulator
R1
R2

ALU | L—

R5
| 1C Re

(J R e

Ao | A1 | A2| A3 | Aa| A5 | A6 | A7 | Asf ---

Ausgaberegister (write only, - - -»)

ey issfiac] mefjav) nclne] el ne




RAM-Varianten

zwel verschiedene Varianten der RAM werden
unterscheiden:

m Die Bit-RAM, bel der die Register beliebige
natlrliche (ganze) Zahlen enthalten durfen

m Die arithmetische RAM, bei der die
Speicherinhalte aus einem beliebigen Korper,
wie z.B. oder (), stammen konnen.

m Weitere Modellvarianten entstehen bel
Einschrankung des erlaubten Befehlssatzes.



RAM-Betehle

m Operationen: READ, WRITE, LOAD, STORE,
ADD, SUB, JUMP, JZERO, JGTZ

m Operanden:
m = [die Zahl 1]
= Inhalt des Registers R;]

m x¢ [Indirekte Adresse: Inhalt des Registers
R;, wenn j Inhalt des Registers R; ist]

m Besonderheiten: zusatzliche Operationen
MULT und DIV bei RAM,



R AM-Befehle (2)

1. LOAD a c(0) < v(a)

2. STORE i ¢(i) < ¢(0)
STORE i ¢(c(i)) < ¢(0)

3. ADDa c(0) < ¢(0) + v(a)

4. SUBa c(0) < ¢(0) — v(a)

5. MULT a c(0) < ¢(0) x v(a)

6. DIVa c(0) < [¢(0) ~v(a)|

7. READ:1 c(i) « aktuelles Eingabesymbol
READ xi  c¢(c(i)) < aktuelles Eingabesymbol.

8. WRITEa wv(a) wird an der aktuellen Position auf die
Ausgabe geschrieben



RAM-Befehle (3)

10.

11.

12.

JUMP b

JGTZ b

JZERO b

HALT

Der location counter (Befehlsregister) wird
auf die mit b markierte Anweisung gesetzt.

Der location counter wird auf die mit b mar-
kierte Anweisung gesetzt, wenn ¢(0) > 0
Ist, sonst auf die nachfolgende Anweisung.

Der location counter wird auf die mit b mar-
kierte Anweisung gesetzt, wenn ¢(0) = 0
Ist, sonst auf die nachfolgende Anweisung.

Programmausftihrung beenden.



Besonderheiten

m Felder auf dem Eingabe- und Ausgabeband
enthalten Zahlen!

m Der Eingabekopf bewegt sich bel jedem READ
um ein Feld nach rechts.

m Nach jedem WRITE bewegt sich der Kopf auf
der Ausgabe um ein Feld nach rechts.

m Eine RAM ist immer deterministisch !



RAM-Berechenbarkeit

Eine Funktion f : IN* — IN! heil3t
RAM-berechenbar gdw. eine RAM existiert, die fur
die Eingabe (x4, ..., z;) immer die Ausgabe
(y1,--->y1) = flaq,...,xx) liefert, sofern

(21, ..., 2) € Def(f).

Zum Beispiel ist die Funktion f : IN — IN mit
f(n) := n* RAM-berechenbar (siehe Skript).

RAM-Programme fur Bit-RAM'’s berechnen ge-
nau die partiell rekursiven Funktionen!




RAM-Sprachakzeptierung

Sei ¥ ={ay,...,a,} ein Alphabet. Das Symbol q;
wird durch die naturliche Zahl ¢ kodiert
(Schreibweise: az(.k) = 1).

m Das Eingabewort w = wy ... w; wird In den
Feldern des Eingabebandes gespeichert.

m w; als die Zahl wz(k) im —ten Feld.

m im (k + 1)-ten Feld wird O als Endmarkierung
gespeichert.

m Ein RAM-Programm P akzeptiert w, gdw. P am
Ende der Berechnung 1 in das erste Feld der
Ausgabe geschrieben wurde.



RAM-Sprachakzeptierung (2)

Die Sprache, welche von Programm P akzeptiert
wird, ist die Menge der Worter, die P akzeptiert.

RAM-Programme fur Bit-RAM’s akzeptieren
genau die rekursiv aufzahlbaren Sprachen.

Problem: Wie kann Komplexitat definiert werden?

m Bei TM: Einfach durch Zahlen der Schritte und
Zahlen der max. in einer Erfolgsrechnung
genutzten Bandzellen.

m Bei der RAM: Zwel unterschiedliche Malie!



Komplexititsmalie

m uniformes Mal3

m logarithmisches Mal3

Uniformes Zeitmal3:
1 Schritt = 1 Zeiteinheit

Uniformes Platzmal3:
1 Register = 1 Platzeinheit

Logarithmisches Mal3

ISt geeigneter, da es die

GrofRe der Zahlen in Registern und Adressen
beruchsichtigt. Dazu definieren wir:

(i) =

[ llog 7|
1

\

1

i 0
i =0




Logarithmisches Kostenmal3

m Kosten hangen von den verwendeten
Operanden ab:

Operand a Kosten t(a)
— 4 [(2)
i () + U(c(2))
i [(i) + 1(c(i) + Uc(c(i))

m Diese Kosten werden fur die Berechnung der
Komplexitat des Akzeptierens bzw. der
—unktionsberechnung auf die einzelnen
Befehle angewandt.




konkrete Kosten
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konkrete Kosten (2)

9. JUMP Y 1

10. JGTZb [(c(0))
11. JZEROb  I(c(0))
12. HALT 1

m Das logarithmische Platzmald eines Registers
ist die maximale Lange [(:) aller Zahlen i, die
Im Register gespeichert wurden.

m Beim logarithmischen Kostenmall fur den Platz
muss noch eine Korrekturgrof3e addiert
werden!



Simulation einer TM durch RAM

Wir skizzieren, wie TM und RAM sich gegeseitig
simulieren kdnnen.

Eine T'(n)-zeitbeschrankte Mehrband DTM M kann
durch eine RAM, simuliert werden, die im uni-
formen MalR O(T'(n))-zeitbeschrankt ist und die
im logarithmischen Mal3 O(T'(n) - logT'(n))-zeit-
beschrankt ist.

m pro Bandzelle ein Register
m log-Faktor wg. Speicherung der Kopfposition!



Simulation einer RAM durch TM

Eine im logarithmischen Mal3d T(n)
zeltbeschrankte RAM., kann durch eine
O(T?%(n))-zeitbeschrankte 5-Band DTM M

simuliert werden.

m Register hintereinander auf dem Band

m quadratischer Faktor wg. Speicherung der
Register auf dem Band! = S(n) - T'(n)
abschatzen durch T'(n) - T'(n)!




Komplexititsklasse P

P ist die Klasse der Sprachen (algorithmischen Pro-
bleme), die man in Polynomialzeit erkennen (l6sen)
kann.

PSpace Ist die Klasse der Sprachen (algorithmi-
schen Probleme), die man mit polynomiell viel Platz
erkennen (l6sen) kann.

m Obige Klassen sind unabhangig vom
verwendeten Modell (RAM oder TM).



Literatur-Tip
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Phrasenstrukturgrammatiken und
kontextsensitive Grammatiken



Sprachfamilie

Eine Menge L hell3t Sprachfamilie genau dann,
wenn folgendes qilt:

1. Es existiert eine Sprache L € £ mit L # (), d.h.
folglich gilt auch £ # 0.

2. FUr jede Sprache L € £ gibt es ein endliches
Alphabet >y mit L C >7.

Bisher bekannt: Cf N "Reg = Reg, d.h. jede regulare
Sprache ist auch kontextfrel.



semi-Thue System (STS)

Ein semi-Thue System (STS) uber dem Alphabet
Y. Ist eine (endliche oder unendliche) Teilmenge
S C Y* x X*ist ein Tupel (3,.9).

m Produktionen (u,v) € S werden oft als u — v
geschrieben.

m Die Einschrittige Ableitungsrelation

ﬁ C X* x ¥, Ist definiert durch: w, ﬁ W,

wenn w; = auf, wy = avl fur a, 8 € >* und
u— v ES.



Ableitungsrelation

m Die reflexive, transitive Hulle von ﬁ wird mit

(:;)> bezeichnet, und ist die von S definierte

Ableitungsrelation
m Weiterehin fUr n € IV

n+1 n
m — > 0 —>
(5) (5) (5)

el :O> = Idg
(S)




Phrasenstrukturgrammatik

Eine Typ-0 oder Phrasenstruktur-Grammatik
wird durch ein Tupel G := (Vn, Vi, P, S) spezifiziert.
Hierbel qilt:

Vy Ist ein endliches Alphabet von Nonterminalen

Vr ist endliches Alphabet von Terminalsymbolen
mit Vy N Vp = @,

S € Vy Ist das Startsymbol .

P CV*VyV* x V*ist endliche Menge von
Produktionen (oder Regeln), also ein
spezielles STS Uber V.



Generator: Typ-0-Grammatik

m Eine Produktion (u,v) € P wird auch hier meist
als u — v geschrieben.

m Die von GG generierte oder erzeugte Sprache ist

LG)={weVi|S <:;> w}.

m Mit £, wird die Familie aller von Typ-0
Grammatiken erzeugbaren Sprachen
bezeichnet. D.h., Ly :={L | L =
L(G) far eine Typ-0 Grammatik G}



Typ-0-Sprachen

Beispiel:
Sel G gegeben durch die Produktionen:

S — abc | aRbc
Rb — DR

bL — Lb

Rc — Lbcc

al — aaR

al, — aa

Dann gilt L(G) = {a™b"c" | n > 1}.



kontextsensitive Grammatik

Ein Spezialfall der Typ-0 Grammatik

G = (Vn,Vp, P,S) ist die Typ-1 oder
kontextsensitive Grammatik . Hierflr ist
u — v € P, wenn entweder

mu=aAB,v=awlfmitAcVy, we VT und
a, 0 € V* oder

m u=—35,v=Xund.S kommtin keiner Produktion
auf der rechten Seite vor.

Die Familie der kontextsensitiven Sprachen  wird
mit Cs oder £, abgekdlrzt, und es ist
Ly :={L| L= L(G) fur eine Typ-1 Grammatik G}.



Vergleich der Regeln

@ o) @ \\é\&\“
o) ¥

\l\o“&e A — aBccA \l\o&e
® cAb — caBeeDb

o
® R
o @
\O cA — aBceD a O Q 15}

Beispiel: AbcAcAba

O OO
Collo) Anwendbarkeit

@) der Regeln

©OJO



Ausblick

Theorem Jede von einer Turing-Maschine
akzeptierte Sprache kann auch von einer Typ-0

Grammatik generiert werden und umgekehrt, kurz:
Ly =RE.

m \Was sind monotone Grammatiken?

m Gibt es eine Automatenmodell fur
kontextsensitive Sprachen?

m Einige Entscheidbarkeitsresultate.



Lo=RE

Theorem Jede von einer Turing-Maschine
akzeptierte Sprache kann auch von einer Typ-0
Grammatik generiert werden und umgekehrt, kurz:
Ly="RE.

Der Beweis erfolgt in zwel Schritten:
1. Lo CRE
2. RE C L

Beweisidee: Simulation der Ableitungen einer Grammatik
durch eine TM, bzw. Simulation der Rechnung einer TM durch

eine Grammatik.



Lo CRE

m konstruiere zu Typ-0 Grammatik G eine NTM:

=m koplere das Eingabewort w auf eine Spur
des Arbeitsbandes,

m Schreibe auf zweite Spur das Startsymbol S
von G,

m NTM flahrt die einzelnen Ableitungsschritte auf
der zwelten Spur aus;

m NTM prift nach jeder Ersetzung nach, ob das
Ergebnis mit der Eingabe Ubereinstimmt und
akzeptiert bei Gleichheit.



RE C L

m OB.dA. LeREIst L(M) fur eine DTM
M = (27 27 Fa 57 qo, Zend);

m Erzeuge aus Startsymbol S beliebige
Anfangskonfiguration qow € Z>* und kopiere w
dahinter;

m wie eine Grammatik flr {ww | w € X*};
m Ableitbarkeit von {eQowi¢w | w € ¥*} aus S;

m Gemald ) zu ¢; € Z das Nonterminal ; mit
linkem und rechtem Nachbarsymbol ersetzen;

m Einer Endkonfiguration entsprechendes
Anfangsstuck Ioschen und in das Terminalwort
w Uberfuhren.



RE C Ly (Forts.)

Vyel: yQux — Q,yz, fallsd(q,z) = (q;,2, L)
eQix — eQ;#z, falls d(q;,x) = (¢4, 2, L)
Qir — 2Q,, falls §(¢;, ) = (¢;, 2, R)
und x # ¢
Qit — 2Q,¢, falls d(q;, #) = (¢;, 2, R)

LOoschen der Konfigurationsinformation:

Q)i — F falls q; € Zeng
Vyel: Fy — F,
Vyel: yF — F,
eF¢ — A



monotone Grammatik

m \Was sind monotone Grammatiken?

Eine Typ-0 Grammatik G = (Vy,Vr, P, S) heildt
monoton , falls Vu — v € P : (Ju| < |v|).
Einzige erlaubte Ausnahme: S — X\ und
S kommt in keiner Produktion rechts vor.

m Kontextsensitive Grammatiken sind monoton!

m Wir konnen monotone Regel kontextsensitiv
simulieren, mit neuen Nonterminalen. Damit
Terminalsymbole nicht storen, ersetzen wir sie
tberall durch Nonterminale der Menge:

={A"| AeVr}.
Am Schluss dann A” — A flr jedes A € V7!



Simulation einer monotonen Regel

m Wir konnen monotone Regel kontextsensitiv
simulieren, mit neuen Nonterminalen:

A
Vi = {(k)\AevNUVT’undlgkgyP\}

U Vv U Vj



monotone Regel

|1‘2‘3‘4I — |5‘6‘7‘8‘9‘0I beliebige monotone Regel

und blaue Felder

sind neue Nonterminale

rot unterlegt ist der
jewelilige, unverandert
bleibende Kontext.




Simulation monotoner Regel

Sei A1Ay... A, — B1By...B,, die k-te Regel aus
P. hier: 1<i<n,1<j<m,n<m,A; B; eV}
Simulation:



Simulation monotoner Regel (2)

... zuséatzlich werden bendétigt: A — A
fur alle A € V.

m Die einmal begonnene Simulation einer Regel
Kann nur durch Abarbeiten der simulierenden
Regeln beendet werden!

m Zu jeder monotonen Regel existiert ein Satz
simulierender Regeln.

Damit haben wir gezeigt, dass £, = MON




Ubung

Seien Gz L= ({Sm A7 B, C}) {CL, b7 C}a Pia SZ)
Grammatiken mit;

Py b

S ABS
L 1‘& SQ—>ASQB’>\

aB — aC

A — «a
A — a

B — b
¢ — ¢

m Sind G; und GG, kontextsensitiv?
m Was sind L(G1) und L(G9)?



Entscheidbarkeitsresultate

...zur Wiederholung:
m \Wann ist eine Menge entscheidbar?



Wortproblem

Jede kontextsensitive Sprache ist entscheidbar, d.h.
L1 CREC.

m FUr jedes Wort w kann entschieden werden, ob
weLeL.

m Es gibt endlich viele Worter v mit |v| < |w|.

m ES gibt eine kontextsensitive Grammatik
G=Vn,Vr,P,S)mit L(G) = L.

m Keine Regel verklrzt die Satzform!

= Ohne Satzformwiederholungen gibt es nur
endlich viele Ableitungsschritte, bis die
Satzform zu lang ist!!



L, #REC GRE

Diagonalbewels: (ahnlich L)

m Die Menge der kontextsensitiven Grammatiken
Ist aufzahlbar: G, Go, . ..

m Sei f:{0,1}* — IN eine berechenbare
Bijektion, mit: f(w) = ¢ gdw. w ist ¢-tes Wort in
der lexikalischen Ordnung auf {0, 1}*.

m L, = {w|w¢g L(Gyu))} ist entscheidbar!
m ABER: L. ist nicht kontextsensitiv!




L, # REC (Fortsetzung)

Annahme: dn mit L(G,,) = L.. Fur das n-te Wort u

der lexikalischen Aufzahlung von {0, 1}* mit

f(u) = n ergibt sich ein Widerspruch fur beide
madglichen Falle uw € L. und u ¢ L.:

we L, "5 u g L(G,) " u ¢ L,

Andererselts ergibt sich auch:

u ¢ L, Det. L. u € L(Gy) Annanme u € L,



linear beschrinkte Automaten

m Gibt es eine Automatenmodell fur

kontextsensitive S

m EIn linear besc
eine NTM, die

orachen?
nrankter Automat (LBA) ist

el beliebiger Eingabe w auf

dem Arbeitsband hochstens ¢ - |w| Felder
bis zur Akzeptierung besucht.

m cc [R" ist eine
abhangt.

Konstante, die nicht von w

m Arbeitet die TM bei gleicher Beschrankung
Ihres Arbeitsbandes deterministisch, so wird
der linear beschrankte Automat mit DLBA

abgekurzt.



Aquivalenz: LBA = L,

Die Familie der von LBA’s bzw. DLBA's akzeptierten
Sprachen wird mit LBA bzw. DLB.A bezeichnet.

Theorem: Es gilt: LBA = MON = L,

Also: Die kontextsensitiven Sprachen sind genau
die durch LBA’s akzeptierbaren Sprachen!



Beweis: MON C LBA

Diese Inklusion laldt sich auf ahnliche Weise
zeigen, wie im Falle von Typ-0 Grammatiken und

TM:

m Simuliere Ableitung in monotoner Grammatik
auf einer NTM.

m Brich ab, sobald die abgeleitete Satzform auf
Spur 2 langer ist als das Eingabewort.

m Akzeptiere, falls Satzform auf Spur 2 exakt mit
dem Eingabewort Ubereinstimmt.

Diese Maschine bendtigt nur ¢ - |w| Platz.



Beweis: LBA C MON

Gegeben ist ein LBA, d.h. eine TM, die mit ¢ - |w|
Platz auskommt.

m Die Konstruktion fur TM und Typ-0-Grammatik
lefert keine monotone Grammatik!

m Deshalb muss eine andere Simulation gewahilt
werden.

m Zunachst ,normieren” wir den LBA auf
Platzbedarf max. |w|.



Bandkompression

m FUr 0 <c¢ < 1listnichts zu tun.
m Ansonsten. Vergrol3erung der Bandalphabets
und Blockbildung.
m Blocklange r € INV;
= Bandbedarf nur noch ¢ - |w|;

m FUrr:=min(n € IN | n > ¢) sind das
hochstens |w| Felder.

r r r r




Symbole fiir die Simulation

Erklarung der verwendeten Nonterminale:

1. S
2.5
3. S
4.5

pur

pur

pur

pur

X

K*L

Eingabesymbol
Bandsymbo

Anfang-/Ende-Marker
Zustand /Kopfposition




Simulation des LBA

Die Anfangs-Konfiguration gyw fur ein beliebiges
Wort w € X* wird aus .S mit folgenden Regeln
erzeugt:

x x x
x x x
S— A ,A— A und A — :
¢ # e
_#_ _#_ | do |

far alle x € X..



Simulation des LBA-Betfehle

Linksschritt:  FUr z1, 29, x5 € X, y1,y2 € I' und fur

(p,y, z, L,q) € K, folgende Regeln in G:

_5171_ _1‘2_ _5171_ _1‘2_ _5171_ _1‘2_ _I‘l_ )
Y1 Y Y1 Z Y1 Y Y1

7 7 - i 7 | € —> €
HF] LD g | [#] [#]|pr. g ]|
_5171_ _1‘2_ _5171_ _1‘2_

Y1 Y N Y1 Z

e ¢ e ¢

H| P g | | #




Simulation des LBA-Befehle (2)

(p,y, 2, R,q) € K, folgende Rege

Rechtsschritt:
Lo T3

Yy Y2

# | | #
P L
PRI

Yy Y2

e || ¢

P L

FUr T1,T9,T3 € >, Y1, Y2 € [" und fur

X9

<

J=

ninG:
.Tg_ _.TQ_ _373
Y2 < Y2
—
¢ #| ¢
HF |




Ende der Simulation

Bel Erreichen eines Endzustands des LBA mussen
alle Nonterminale In entsprechende
Terminalsymbol Uberfthrt werden.

Faralle z,z € X, y € 'und & € {#, e, ¢} folgende
Regeln:

X X X

—s g falls q € Z,,4, 2 — Xz, Z —— ZX

Y
&
q

H o<
H o<



Problem /Fehler dieser Simulation

... leider steckt ein Fehler in diesem Satz von Regeln!
m Es konnen nur Worter w mit |w| > 2 generiert werden!
B \Warum? ¢ und e sind keine echten Begrenzer!

B Abhilfe: alle Worter bis zur Lange 2 daraufhin
untersuchen, ob sie vom LBA akzeptiert werden!

Zusatzliche Regeln S — x fUr diejenigen x € {\} U Vr, die
dazugehdren missen! Warum ist x € L(LBA) entscheidbar?

m Es gibt nur endlich viele Rechnungen ohne
Schleifen fur ein Wort!



Vorteile der LBA-Darstellung

Mit den Produktionen kann ein terminales Wort
erzeugt werden, gdw. es eine Erfolgsrechnung fur
w im LBA mit |w| Speicherplatz gibt.

m Mit Hilfe der Charakterisierungen von

Sprachfamilien durch Automaten, lassen sich
naufig Abschlusseigenschaften leichter
pewelsen als mit Grammatiken.

m Die Familie £, = LBA ist gegen
Durchschnittsbildung abgeschlossen.

m Beweisidee: Spurenbildung und Kombination
der beiden LBA’s




Kostenmaile

Bel der TM nur ein Kostenmal3:

m Ein Schritt (Konfigurationstbergang) kostet
eine Zeiteinheilt;

m eine Bandzelle kostet eine Platzeinheilt.
Bei der RAM zwel Kostenmalile:
m uniformes Kostenmalfld: (wie oben);

m logarithmisches Kostenmal3: Die Lange der
Binardarstellung von Registeradressen un
Inhalten wird berucksichtigt.

Im folgenden: ,uniformes Kostenmalf3"“!



TM-Simulation von Grammatiken

Symbole nach

.
-

S v BS

rechts verschieben

BS — SB



Algorithmentechniken



rekursiv vs. iterativ/induktiv

n n
4
@ @
rekursiv iterativ
f(x) .= g(....f(x-1),...) FOR i FROM 0 TO x DO

= g(....g(....f(x-2),...),...) f:=g(..f..)



Beispiel: Fakultit rekursiv

/

1 furn =0

m =
" < n-(n—1) sonst

\

m Ein rekursives Programm:

FUNCTION fac(n)
BEGIN
IFn =20
THEN
RETURN 1
ELSE
RETURN n-fac(n-1)
END.



Beispiel: Fakultit iterativ

m Die Ubliche Definition n! := [ ¢ suggeriert eine
1=1
iterative LOsung.

m Ein iteratives Programm:

FUNCTION fac(n)
BEGIN
DECL prod INTEGER;
prod «— 1;
FOR 1 FROM 1 TO n DO
prod «— prod-1i
RETURN prod
END.



Die Qual der Wahl ...

m \Welche der beiden Methoden soll nun
verwendet werden?

m Diese Frage kann immer nur mit Blick auf
das Problem entschieden werden.

m Manchmal lautet die Antwort:
_Keine von beiden!”
m Warum? Z.B. ist bereits ab
13! = 6227020800 das Ergebnis bel
32-Bit-Integer-Darstellung nicht mehr
darstellbar!

m Was gibt es fur Alternativen?



Die Suche nach Alternativen

m |Im Fall der Fakultatsfunktion ist die Antwort
auf die erste Frage einfach:

m Diese Funktion sollte gar nicht
programmiert, sondern nur durch eine
Tabelle implementiert werden!

m Haufig sucht man nach geschlossenen Formen
(Berechnung ohne Schleifen).

m |n jedem Fall sollte die Komplexitat abgeschatzt
werden, um das effizienteste Verfahren
auszuwahlen!



Effektivitat vs. Effizienz

Effektivitiat: Ein Problem heill3t effektiv |0sbar,
wenn thm eine berechenbare Funktion
zugrunde liegt, d.h. es ein ausfuhrbares,
endlich beschreibbares Verfahren gibt, das flr
alle Probleminstanzen in endlicher Zeit eine
korrekte Losung liefert. (BF)

Effizienz: EIn Algorithmus helil3t effizient, wenn er
ein vorgegebenes Problem in moglichst kurzer
Zeit und/oder mit moglichst geringem Aufwand
an Betriebsmitteln |0st. (Informatik-Duden)



Das Problem der biniren Suche

Gegeben: eine Iin aufsteigender Reihen-
folge sortierte Liste 1list von
Zahlen und ein Wert x

Gesucht: Kommtz in 1list vor?
Antwort: JA oder NEIN

m Allgemein kann auch von einer Menge mit
vorgegebener linearer Ordnung <
ausgegangen werden.

m So formuliert man das Problem dann z.B. auch
far Listen von Wortern.



Schema: binare Suche

1, 5, 26, 36, 38, 40, 55, 72, 77, 98
Enthalt die Liste die 67

1, 5, 26, 36, 338, 40, 55, 72, 77, 98

6<384  26>40
1.5, 26, 36, 38 é
6<26%  X6>36
ey

VN

6<5 6>26
é é Nein!



Algorithmus fiir binire Suche

Suche(x,A)

JAl=1 A+ {2} znichtin A

- A=A{x}:

2. Partitioniere den Suchraum in zwel Teile A;
und Ay, sodass A = A; W Ay mit [Ay] = [ |A]

und |As| = |1 |A]], sowie maxz(A;) < min(As).

max(A;) < x < min(A,) : x nichtin A
3. |  <max(A4;): Suche(x, A)
r > min(As) : Suche (x, As)




Kosten der binaren Suche

m Es wird jewells mit einem ungefahr halbiertem
Suchraum fortgefahren bis das Element
gefunden ist.

m Schlimmstenfalls werden O(log n)
Partitionierungen durchgefihrt.

= EiIn vollstandiger ausgeglichener Binarbaum
mit n Blattern hat eine Tiefe von log, n.

n einem Feld mit einer Millionen Zahlen sind somit
nochstens 20 Partitionierungsschritte notig um ein
nestimmtes Element zu finden!




Biniarbaume

11/1\12

1.1. 1.1.1 1.2.2 1.2.1
~ N b b
1.1.2.2 1121 1112 1111 1221 1222 1211 1212

Tiefe ist log 8 = 3 8 Blatter

maximale Pfadlange



Beispiel: Sortieren

Gegeben: eine Folge von Elementen aus
einer geordneten Menge: a =
(a1, a9, ..., ap)

Gesucht: eine sortierte Folge

Antwort:  eine Folge a = (a;,, @iy, - - -, ;)

mit den gleichen Elementen
und mitail < a;, < Qi < ... <
a;

n




Beispiel: MERGESORT

1.

Zerlegung von «a Iin zwel (fast) gleichgrol3e
Tellfolgen:

. Sortieren von ¢’ und «” mit dem gleichen

Verfahren zu den Ergebnissen: a’, a”.

. Mischen der sortierten Folgen a’, a” zu einer

sortierten Folge a.



Komplexitit von MERGESORT

... setzt sich zusammen aus der Anzahl der
einzelnen Arbeitsschritte in 1.), 2.) und 3.):

1. Zerlegung: ein Schritt,
2. Mischen: O(n) Schritte,

3. Sortieren: Sei T4(n) die Zeitkomplexitat von
MERGESORT. = Sortieren der Teilfolgen a’

und @” bendtigt jeweils T4 (%).



Kosten als Rekurrenzgleichung

Insgesamt ergibt sich fur MERGESORT die
Rekursionsgleichung:

Ta(n) =2 - Ty (g) +0(n),

mit der LOsung:

Tx(n) =O(nlogn).



divide and conquer

MERGESORT arbeitet nach dem divide and
conqguer-Verfahren:

Problem P der Grofie n Aufteilung in

a Subprobleme

Zusammenfassung

‘ . I zur Losung von P
Losung




dichteste Punktepaare?

Gegeben: eine Menge P von n Punkten in
der Ebene pi = (x5,y:), @ =
1,2,...

Gesucht: zwel Punkte minimaler Distanz
Antwort: Koordinaten der Punkte

m Die Distanz (Entfernung) zweler Punkte ist
wie folgt definiert:

d(pi, pr) = \/(CEz —x1)? + (i — yr)?

m Die Distanz wird in der euklidschen Metrik
angegeben.




Distanz von Punkten in der Ebene

) * pi = (xi,yi)
y ~ d(pL.p2)
© Y |
p2 . Die  Punkte

liegen nicht
sortiert vor!



Eindimensionaler Fall

Gegeben: Eine Menge P von n Punk-
ten auf einer Geraden:

P — {p17p27"'7pn} —
{5131, Lo, ... ,Zl?n}, wobel T
die Abszisse von p; ist.

Gesucht: zwel Punkte minimaler Distanz
Antwort: Punktkoordinaten

Wir betrachten jetzt einen Algorithmus zur Bestim-
mung des dichtestes Punktepaars auf einer Linie.



Algorithmus

1. Zerlegung von P In P; und P, mit
Trennungspunkt z = a (o € P), so dass
l‘iEP1<=>l’Z‘<Oéundl‘jEP2¢>l’j>Oz.

2. Bestimmung des jewells dichtesten Paares in
P und Bs:
Rekursion: ¢:= minimale Distanz der beiden
Paare, die in P, und P, gefunden wurden.

3. Seix. _ groRtes Elementin P; und z?

man

kleinstes Element in P: 6 := |22, — zl ..

min max

4. §* := min{d, ¢’} ist der dichteste Abstand von
Punkten in P.



Ausblick

m Greedy-Algorithmen

m dynamische Programmierung
m Backtracking

m branch and bound

m Heuristiken und Approximation



Riickblick: divide and conquer

4 o
) * pi = (i,yi)
y ~ A(p1,p2)
o p]_ D
. & .. ..




weitere Algorithmentechniken

m Greedy-Algorithmen

m dynamische Programmierung
m Backtracking

m branch and bound

m Heuristiken und Approximation



Greedy-Algorithmen

B Einsatz bel Auswahl einer Teilmenge von Objekten mit
bestimmten Eigenschaften;

B Greedy-Algorithmen wahlen aus der Eingabemenge
sukzessive Elemente aus und entscheiden ad hoc, ob
diese zu der Losungsmenge gehoren;

B Entscheidungen sind endgultig und konnen nicht wieder
rickgangig gemacht werden!

B Greedy-Algorithmen suchen in der Regel nur lokal
optimale Losungen, die aber bisweilen auch global die
besten sind.



Arbeitsweise des Greedy-Alg.

SOLUTION «— ()
WHILE M # () DO
BEGIN
CHOOSE ARBITRARY z € M
M — M\ {z}
IF x MATCHES CRITERION THEN
SOLUTION «— SOLUTION U {x}
END
RETURN SOLUTION



Beispiel: Minimales (zeriist

Gegeben: endlicher Graph G = (V, E), unge-
richtet, zusammenhangend; Kanten-
Bewertung [ : & — IN

Gesucht: Ein Gerlust 7" von G mit minimaler
Lange

Antwort: Graph des minimalen Gerustes

B [(c) bezeichne die "Lange” der Kante e € F).

W O.b.dA seienV = {v,vs,...,0,},
E={e,e1,...,en}



Definition: minimales (Geriist

B Ein Gerust von G = (V, FE) ist ein Teilgraph 7' = (V, F)
von G, der
m alle Knotenpunkte von G enthalt,
m zusammenhangend ist und
m eine minimale Anzahl von Kanten hat.

B 7 ist ein Baum und wird auch als (auf-)spannender
Baum (spanning tree) bezeichnet.

® Die Lange von T'ist: [(T') = > .. l(e). Dies ist die
Zielfunktion fr dieses Problem, wobei ein minimales
[(T) gesucht wird.
(Stichwort: Optimierung)



Beispielgraph ¢

... dieser Graph ist zusammenhangend,
ungerichtet und kantenbewertet.



Ein Geriist von (¢




...noch ein Geriist von &




Losungsansatz

m L Oosungskandidaten sind alle moglichen
Geruste 1" von G.

m Gesucht wird dasjenige mit kleinster Lange.
m Die LOsung ist im allgemeinen nicht eindeutig!

Losungsraum : Lg = {1 | T ist GerUst von G'}.

Wir suchen eine Losung fur das Problem-Belspiel
(G, 1):

T € Lg Ist optimale Losung aus Lg < 1} € Lg
mit [(T},) < l[(T¢) fur alle T; € L.



Eigenschaften

m Die Anzahl der Losungen ist |Ls|. Es gilt dabei:
1< [Lel < VIV (=n""2) it [V] =n.

m Dabeiist |V|V72 die Anzahl der verschiedenen
Geruste des vollstandigen Graphen K,,.

Sei im folgenden G = (V, E) ein ungerichteter
Graph mit der Kantenbewertung /.



Algorithmus von PRIM/DIJKSTRA

1. Initialisierung: Setze X := 0; U := (.

2. Wahle beliebigen Knotenpunkt v € V.
X — {v} V«—V\{v}

3. Betrachte alle Kanten (a,b) € EN (X x V) Wéahle eine
kiirzeste Kante (a, b;). Dann gilt:

[(a1,b1) < l(a,b) furalle (a,b) € EN(X xV)

5. Falls V # () setze mit 3. fort;
6. STOP. Output: T = (X,U).



Beispiel: PRiM /DI1JKSTRA-Alg.




Rechenzeit: PRiM/DIJKSTRA-Alg.

B |Im Schritt 3. sind hochstens m Vergleiche auszufthren.
Schritt 3. wird (n — 1)-mal aufgerufen.
— Th = O(m *n)

B Die untere Schranke ist 2(m), da jede Kante

mindestens einmal gepruft werden muss.

B Etwas bessere Algorithmen existieren
(O(|E| + |V|-log|V|) durch Ausnutzung der verwendeten
Datenstruktur).

B Die Suche nach dem besten Algorithmus wird durch die
nachweisbar untere Schranke eingeschrankt!



Korrektheit

Theorem: MINGERUST liefert ein Minimal- Gerist des
zusammenhangenden Graphen G.

Beweis: Es werden sukzessive Teil-Unter-Graphen
(TU-Graphen) von G erzeugt: H,,H>,..., H;, H;.1,..., H,
mit H; = ({v},0) und H,, = (V,U).
B Die TU-Graphen sind Baume:
m H, ist ein Baum.
m H,ist Baum = H;, ; ist Baum
W Fur:=1,2,...,n—1:Ist H; TU-Graph eines
Minimalgerusts von G, so gilt dies auch fur H; ;.



Korrektheit (2)

T ist Gerust von G
= de; = (a1,b1) € U.ay € V;, by € V\ V.
Ist € die Kante, die bei Erzeugung von H;.; aus H;
ausgewahlt wird:
eE=¢ = fertg.
e+er = eé=(abeEmitacV,undbeV -V,

e zu T hinzufigen. Es entsteht ein Kreis C.
Wegen Schritt 3. muss /(¢) < I(ey) gelten.

~

Bilde T = (T \ {e;}))U{e} = I(T)<T).Minimalitat
von T = T ist Minimalgeriist = H,., ist TU-Graph eines
Minimalgerists T von G. ]



Beispiel: Miinzriickgabe




Fazit

B Es gibt Probleme, die sich mit Greedy-Algorithmen
optimal I6sen lassen.

B Aber: Es gibt auch Probleme, fur die
Greedy-Algorithmen ungeeignet sind!

B Frage: Lassen sich die Probleme, die durch
Greedy-Algorithmen optimal gel6st werden,
charakterisieren?

m Ein Greedy-Algorithmus liefert immer eine optimale
LOosung, wenn das Problem eine matroidale
Struktur hat.

m Matroide sind Verallgemeinerungen von Matrizen.



Vereinfachtes Rucksackproblem

Gegeben: Rucksack mit Maximalgewicht
m; Multimenge von Objekten,
jeweils mit Gewicht und Wert
o : O — IN mit Objektmenge

O = {(tlaglawl)a R (tnagﬂnwn)

Gesucht:  Fullung mit maximalem Wert

Antwort: Liste der Objekte iIm Rucksack




Beispiel: v. Rucksackproblem

1 Nagel 5,0kg 8,50 €/kg
2 Heftpflaster 0,1 kg 50,00 €/kg
3 Whisky 1,5 kg 38,00 €/kg
4 Toilettenpapier 0,5kg 4,50 €/kg
5 Kase 9,0 kg 14,50 €/kg
6 Brot 1,0kg 2,20 €/kg
Maximales Rucksackgewicht: m = 15kg

Annahme: Alles ist beliebig portionierbar!



dynamische Programmierung

B Probleml6sung durch Zerlegung in Teilprobleme und
Zusammenftigen der Losungen. (Ahnlichkeit zu divide
and conquer)

B Dynamische Programmierung eignet sich zur Losung
solcher Probleme, bei denen es sehr viel weniger
Tellprobleme als mogliche Zerlegungen gibt.

B Haufig ist es glnstig, gefundene Teillbsungen in einer
Tabelle zu speichern , so dass jedes Teilproblem nur
einmal gelost wird.

B Anwendung: z.B. Vergleich des genetische Codes
unterschiedlicher Arten von Lebewesen



dynam. Prog.: Vorgehensweise

1. Bestimme die zu einer optimalen Gesamtldsung
fihrenden Zerlegungen der Eingabe.

2. Definiere rekursiv den Wert der Zielfunktion flr
B die Gesamtlésung und
B die in Betracht kommenden Teilaufgaben.

3. Berechne diese Werte fir alle in Betracht kommenden
Tellaufgaben und speichere sie ab.

4. Bestimme eine optimale Gesamtlosung unter Ruckgriff
auf die vorher berechneten Werte fur benutzte
Tellaufgaben.



Matrizenmultiplikation

Eine optimale Folge von Entscheidungen erfordert optimale
Tellfolgen!

Betrachten wir z.B. n Matrizen der Grofde d;_; x d; mit
1 <7 <n.

B Gesuchtwird M = M; - ---- M, mit minimaler Anzahl
von Multiplikationen

B Die Matrizenmultiplikation ist assoziativ, also kann das
Produkt auf verschiedene Arten berechnet werden, und
man kann durch geschickte Klammerung die Anzahl
der skalaren Multiplikationen senken



Beispiel: Matrizenmultiplikation

B 4 Matrizen A:[13,5], B:[5,89], C:[89,3] und D:[3,34]:

Klammerung | Anzahl der Multiplikationen

A(B(CD)) | 9078+15130+2210 = 26418
A((BC)D) | 1335+510+2210 = 4055

(CD) +9078+39338 = 54201
(A(BC)D | 1335+195+1326 = 2856
((AB)C)D +3471+1326 = 10582

B beste Klammerung ist ca. 19mal schneller

B LOsungen gemeinsamer Teile werden in Tabelle
gespeichert






branch and bound




Ausblick

m noch einmal dynamische Programmierung:
m Eine Losung fur das Wechselgeldproblem.
=m Das allgemeine Rucksackproblem.
=m Das Travelling-Salesman-Problem.

m weitere Algorithmentechniken



lineare Programmierung

B Viele Probleme sind durch lineare Gleichungssysteme
charakterisiert
= lineare Programmiermethoden

B Der LOosungsraum ist haufig auf ganze Zahlen oder gar
naturliche Zahlen eingeschrankt!

B Das Auffinden einer Losung wird schwieriger!

B Konsequenz: Betrachtung von linearer
Programmierung mit Ganzzahllésungen.

B Problem: Effizientes Auffinden der gesuchten
LOsung(en).



Beispiel: Investitionsplanung

Problem: Der Betrag von € 14000 soll mdglichst
gewinnbringend investiert werden.

# | Investitionssumme Wert

(1) € 5000 € 8000
(2) € 7000 € 11000
(3) € 4000 € 6000
(4) € 3000 € 4000

Maximiere 8x; + 11lxy + 623 + 4x4 mit den Einschrankungen
Sr1 + (9 +4x3 + 34 < 14 und €T; € {O, 1} fur alle
i€ {1,2,3,4}.



Losung

B Standardverfahren liefern als Losung: z; = 29 = 1,
x3 = 0,5 und x4, = 0 mit dem erreichten Wert € 22000.

B Keine ganzzahlige Losung!
B Abrunden ergibt nur einen Wert von € 19000.
B Optimale ganzzahlige L6sung ist € 21000.

(rg =23 =24 =1und z; = 0)
B Weitere Einschrankungen formalisierbar:
m hochstens zwei Investitionen: ) x; < 2
m wird in (2) investiert, so auch in (4): z9 — x4 <0
m wird in (1) investiert, dann nichtin (3): z; — 23 <1



allgemeines Rucksackproblem

Gegeben:

Menge von Paaren (/;,d;) € IN X
IN.,1 <1< msowie Kapazitat L € IN
des Rucksacks. Hierbei ist [; die Gro-
3e und d; der Wert des i-ten Objekts.

Gesucht:

Losung des Optimierungsproblems

1. w=)>) d;x; Iist maximal.
1=1
2. Nebenbedingung: ) l;z; < L.

1=1

Antwort:

Vektor x = (z1,x2,...,Ty) € IN™




Servicepoints

Minimiere
T1+To+T3+Ta+
Ts+Te+T7+Ts+
Tg + T10 + T11-
Nebenbedingungen:
.mindestens ein Ser-
vicepoint in der Nach-
barschaft®
T1+xo+2x3+24 > 1 T1+xo+2x3+ 25 > 1
T1+xo+x3+24+25+26 >1  USW.

Instanz des set coverability problem



Travelling Salesperson Problem

Gegeben: Menge von Orten (oder Knoten)
= {1,2,...,n}tund eine (n x n)-
Entfernungsmatrix D = (d; ) € IN"*"

Gesucht: Eine Rundreise (Hamiltonkreis) K
durch mindestens (exakt) alle n Orte
von IV mit minimaler Gesamtlange.

Antwort: Wegbeschreibung (Folge von Knoten)

n 1—1

Minimiere > Z d; jx; ; Mit

1=1 9=

Nebenbedlngung Yo > x> 2furalle S CV
i€S j&S



TSP als lin. Programmierproblem

B sehr gro3e Anzahl von Nebenbedingungen

# Stadte | # Nebenbedingungen

20 524288

300 1018517988167243043134
2228442046890805257341
9683296812531807022467
7190649881668353091698
688

B Dennoch ist dies derzeit fur Instanzen zwischen 100 und
1000 Knoten der beste bekannte Ansatz!!!



Losbarkeit des TSP

B mit dynamischer Programmierung:
m Teilwege berechnen,
m Zwischenergebnisse in Tabelle ablegen,
m Kombination mit branch and bound

B konkretes Beispiel im Skript

Exkurs: reines Backtracking z.B. zur LOsung des
8-Koniginnen-Problems.



8-Koniginnen-Problem

Gegeben: Ein Schachbrett (8 x 8 Felder), eine
beliebige Anzahl von Koniginnen

Gesucht:  Stellungen, so dass sich keine zwel
Koniginnen bedrohen.

Antwort: Anzahl solcher Stellungen

Es kdnnen niemals mehr
als 8 sein =- 8 Koniginnen-

Problem




IP vs. LR

Integer-Programmierung (IP)
Minimiere CT
Nebenbedingungen Ar =10
x > 0und x ist ganzzahlig

Lineare-Programmierung (LR) engl. linear relaxation

Minimiere cT
Nebenbedingungen Ax =0
x>0

(analog fur Maximierungsprobleme)



IP vs. LR (2)

Da LR weniger Nebenbedingungen hat als IP gilt:

M Ist IP eine Minimierung (Maximierung), so ist der
optimale Wert fur LR < (>) dem fur IP.

B Gibt es fur LR keine optimale Losung, so gibt es auch
far IP keine.

B |st die LOosung von LR ganzzahlig, so ist IP I6sbar mit
genau dieser optimalen Losung.

B Aufrunden (Abrunden) der optimalen Losung fur LR
liefert einen Wert < (>) dem Optimum fur IP bei einem
Minimierungs-/Maximierungsproblem.



Investitionen (branch and bound)

(1; 1; 0,5; 0)

Maximiere:

nicht ganzzahlige
8r1 + 1lxo + 63 + 414

Losung z=22

(15 1; 0; 0,667) / \ (1; 0,714; 1; 0) 'Nebenbedingungen:

51+ Txo +4x3+ 3x4 < 14
x3=0 r3=1 .
T c {0,1} fur alle
nicht ganzzahlige nicht ganzzahlige i € {1,2,3,4}.

Losung z=21,65

(1; 05 1; 1) (0,6; 1; 1; 0)
r3=1; x2=0 r3=1; x2=1
ganzzahlige nicht ganzzahlige
Losung z=18 Losung '

(0; 1; 1; 1) /

— -

1
r3=1; vo=1; :1=0] zs=1; z2=1; 21=1,

ganzzahlige : keine Losung !

I
Losung 2=21 1(zu wenig Kapital) |




branch and bound (Zusammenf.)

1. Lose LR-Variante des Problems. Falls Losung
ganzzahlig — fertig, ansonsten erzeuge Subprobleme
bzgl. der Belegung einer kritischen Variablen.

2. Ein Subproblem ist nicht aktiv  falls
(a) es bereits fur eine Verzweigung verwandt wurde,
(b) alle Variablen der Losung ganzzahlig sind,

(c) das Subproblem nicht ganzzahlig I6sbar ist,
(d) ein bounding-Argument es ausschliel3t.
3. Wabhle ein aktives Subproblem und verzweige  bzgl.

einer kritischen Variable. Wiederhole dies bis keine
aktiven Subprobleme mehr vorhanden sind.



Fazit: branch and bound

B Branch-and-bound Verfahren sind im schlechtesten Falle
exponentiell.

B Es ist moglich, dass die optimale L6sung erst gefunden
wird, wenn alle moglichen Verzweigungen abgesucht

worden sind.

m Ein vollstandiger binarer Verzweigungsbaum der
Tiefe n hat 2™ Blatter.

B Auch bei der branch-and-bound-L6sung des TSP bringt
die detaillierte Analyse nicht viel, denn wir wissen aus
der NP-Vollstandigkeit dieses Problems, dass es zur Zeit
kein deterministisches polynomiales Verfahren zu
dessen LAsung gibt.




Alternativen: Ebenen

1. Einschrankung/Bedingung

LOptimum ist nicht ganzzahlig

@
Einschrénkung/Bedingung

N\

N\
Schnitt (Cut)



Alternativen: Heuristiken

B Der Begriff Heuristik stammt von dem griechischen
Mathematiker Archimedes (~ 285 - 212 v.Z.) und
erinnert an seinen berthmten Ausspruch:

FEvpnka - Heureka! ("lch hab’s gefunden”)
(heurisko (griech.): ich finde).

B Eine Heuristik (ein heuristisches Verfahren ) ist ein
Algorithmus, der (im allgemeinen recht gute) Losungen
far Problem-Beispiele erzeugt, aber einer exakten
Analyse nicht (oder nur sehr schwer) zuganglich ist.
(,Die Verfahren funktionieren, aber man weif3 nicht
genau warum!®).



Heuristik vs. Approximation

B Viele lokale Suchverfahren sind Heuristiken. Weitere
Heuristiken sind:

m Simulated Annealing,
m Tabu Search,
m Genetische Algorithmen.
B Approximationsverfahren sind Algorithmen zur

Erzeugung von Losungen, die i.a. nur suboptimal sind,
aber der optimalen Losung (nachweislich) nahekommen.



diskrete Optimierung

B Ein ein DOP (diskretes Optimierungsproblem) P ist
gegeben durch:

7. Menge der Instanzen (Beispiele),
L. Menge der Lésungen ,
w: Wertfunktion (Zielfunktion) w : £ — IR.

B s5*(/) heil3t optimale Losung furl: <
m Min-Problem: w(s*(1)) < w(s(I)) fur alle LOsungen
s(IyvonI €I,
m Max-Problem: w(s*(1)) > w(s([I)) fur alle Losungen
s(IyvonI € T.

W Kurz: OPT(I) :== w(s*(1)).



PZ-Algorithmus

B Ein Algorithmus A heifl3t Polynomial-Zeit-
Approximationsalgorithmus  (PZ-Algorithmus) far P
genau dann, wenn A flur jedes I € 7 in polynomialer Zeit
eine LOsung s4(/) von I erzeugt:

A(I) == w(sa(I)).



Giitemalf] fiir Approx.alg.

P ist Min-Problem:  R4(I) = —Oﬁ%

P ist Max-Problem: R4 (I) = 0%7;()”

B Esgiltstets: 1 < Ry(l) < 4ooflralle I €7 undalle
Algorithmen flr P.

B A heil3t ein Optimierungsalgorithmus  flr P genau
dann, wenn gilt: A(/) = OPT(I) furalle I € 7.

W Wir betrachten: Ry :=inf{c | Ra(I) < cfliralle I € 7}
— 1 < R4 < +00.

B P4 kann nur selten exakt bestimmt werden. Einfacher
kann es sein, R4 abzuschatzen.



gut / schlecht approximierbar

Man teilt diskrete Optimierungsprobleme (DOP) ein in:

B gut approximierbare DOP P: es gibt fur P Algorithmen
A mit R4 "nahe” bei 1,

B schlecht approximierbare DOP  sind Probleme, flr die
es nachweislich keine guten Approximationsalgorithmen
gibt.

Beispiel : ATSP (D symmetrisch)
ATSP ist ein Spezialfall des TSP, und zwar soll fir D die

Dreiecksungleichung gelten: D = (d; ), und fur alle ¢, &, [
mit 1 SZ,]{,Z < n sel: d;r + di; > dj.



Algorithmus fiir AT'SP

Gegeben: 1€ ATSP
G=(V,D), E=VxV, D:E— R"U{c}
Entfernungsmatrix D erfllle die A-Ungleichung.

1. Bestimme ein Minimalgertst H von G.

2. Verdopple die Kanten von H
= Multigraph H’ ist Eulergraph (gerader Knotengrad).
= H' besitzt Eulerkreis C’. Bestimme C’ (Zeit: 0(m))

3. Erzeuge aus " durch Anwendung der A-Ungleichung
einen Hamiltonkreis C* von G, indem bereits erfal3te
Knotenpunkte tbersprungen werden.

4. STOP: Output: C* mit [(C™) = A(1).



Beispiel

Sei dies ein Minimalgerust H eines Graphen G-



Beispiel (2)

Wir verdopplen die Kanten von H und erhalten
einen Eulergraphen H' mit dem Eulerkreis C’, flr
den die Reihenfolge der Kanten hier angegeben ist:

Euler-Kreis

TN
7N




Beispiel

Aus C" konstruieren wir den Hamiltonkreis C*:

Hamilton-Kreis
3
3
1 ] 2 2
.\ ”/‘\]0
147 7‘ 4
8 13 8
4
12 9 /
/ o)
o)



gut / schlecht approximierbar (2)

W Esqilt: [(H) < OPT) <I(C*) <U(C")=2-1(H).
®m Folglichist OPT(I) < A(I) <2-OPT(I), also

RA(I) = Oﬁ%) < 2und somit Ry < 2.

B Dieses Ergebnis kann kaum verbessert werden, denn es
gelten die folgenden Ergebnisse.

m Theorem: Das ATSP-Problem ist NP-vollstandig.
(d.h. es ist ein sehr schwieriges Problem, flr das
bislang bestenfalls Exponentialzeitalgorithmen
existieren!)



gut / schlecht approximierbar (3)

m Theorem: Gabe es fur jedes ¢ > 0 einen
PZ-Approximationsalgorithmus A fur TSP, der flr
jede symmetrische Entfernungsmatrix D € IN"*" in
polynomialer Zeit eine Tour T'4 liefert, mit der Lange
Ar, (D), fur die R4 <1+ € gilt, dann ist
HAMILTONKREIS € P, d.h. dannist P = N'P.

B Also ist TSP vermutlich (d.h. unter der Annahme, dass
P £ NP gilt) ein schlecht-approximierbares Problem.

B Beispiel fur ein gut-approximierbares Problem:
Fur das Rucksackproblem gibt es einen PZ-Algorithmus
A mit R4 <1 + ¢ fur beliebige ¢ > 0.



Konstruktion von Wegen

Nearest neighbour: Start-Ort wird zufallig gewahlt und es
wird immer die nachste noch nicht besuchte Stadt besucht
bis die letzte erreicht ist. Dann zurick zum Start-Ort.

Nearest insertion: Beginn mit einer mdglichst kurzen
Strecke zwischen zwei Orten. Dann: Entfernen jeweils einer
Kante mit Einflgen einer Stadt als Zwischenstop. Wéahle die
Stadt so, dass die Strecke wenig erhéht wird!

Furthest insertion: Beginn mit moglichst langer Strecke.
Dann: wie oben, aber wahle die Stadt und Kante so, dass die
Strecke grof3tmaoglich erhoht wird!

Sweep: Markiere den Mittelpunkt der Landkarte. Auswahl der
nachsten Stadt, wie ein Radarstrahl.



Optimierung von Wegen

Two-opt:. Systematischer Vergleich jewells zweler Kanten
und ggf. Austausch gegen glnstigere Variante.

Three-opt: analog Two-opt, aber mit je drei Kanten.

Lin-Kernighan: Entfernen einer Kante aus Rundtour liefert
einen Pfad. Ein Ende mit innerem Knoten verbinden und
andere Kante lIoschen, so dass wieder ein Pfad vorliegt.
Wiederholung dieser Prozedur solange die gain sum
(geloschte minus eingefligte Kantengewichte) positiv ist und
noch nicht behandelte Kanten existieren. Merke jewelilige
Kosten fur wiederhergestellte Rundtour. Wahle am Ende die
Beste!



Uber- /Riickblick
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Einige Feststellungen

B Mergesort hat eine worst-case-Zeitkomplexitat von
O(nlogn).

B Insertsort hat eine worst-case-Zeitkomplexitat von ©(n?).

B Somit ist Mergesort asymptotisch schneller als
Insertsort.

Manchmal ist es mdglich, die exakte Zeit flr einen
gegebenen Computer festzustellen, aber das ist meistens
nicht lohnenswert.



Asymptotische Analyse

B Analyse der Hauptidee des Algorithmus.

B Mergesort ist ein divide-and-conquer-Algorithmus:

m Ein Problem wird auf zwei Probleme etwa halber
Grofe reduziert (mit linearem Zeitaufwand fur
decomposition und composition). = O(nlogn)

B Insertsort ist ein Sortieralgorithmus, fur den nach dem
i-ten Zyklus die ersten : Elemente der Folge sortiert sind
und im i-ten Schritt das i-te Element in die richtige
Position gebracht wird.

ay...... i1 .. .... ™ i-ter Schritt

sortiert



Analyse (2)

B \orsicht ist bel der asymptotischen Analyse geboten —
besonders, wenn die Komplexitat nicht nur vom Umfang
der Eingabedaten abhangt.

m FUr die Zeitkomplexitat von Insertsort gilt:
T(n) € Qn)
T(n) € O(n?
m Kann man nun schreiben , T'(n) € Q(n?)“ ?

= Nein! Es gibt Eingaben, flr die Insertsort O(n) Zeit
braucht. Aber fur die worst-case- Zeitkomplexitat

IIt:
g Tworst(n) < Q(nQ)



Einfiihrungsbeispiel: Ebenen

B In maximal wieviele Gebiete zerteilen n Geraden die
euklidsche Ebene?

m keine Gerade (n = 0): das Gebiet bleibt
unverandert. Also Ly = 1.

m eine Gerade (n = 1): zwei Gebiete, d.h. L; = 2.
m zwel Geraden ( n = 2): vier Gebiete, d.h. L, = 4.

| [
[ n V. [.
1.
0 n=1 n=2

mn—



Ebenen (2)

Die Vermutung L,, = 2", die fur n = 0, 1, 2 stimmt, wird durch
L5 widerleqt:

B Fur n = 3 ergibt sich folgendes Bild:

[

V1. 1
VI,
\V2

NI

n=3

V.

B Also: Ls=1.

B |st die neue Gerade zu keiner anderen parallel, so
schneidet sie alle vorherigen Geraden genau einmal
(hochstens in n — 1 verschiedenen Punkten).

B Erweiterung der bisherigen L,,_; Gebiete um hdchstens
n heue!



Rekurrenzgleichung

B \Wenn die n-te Gerade nicht durch einen friheren
Schnittpunkt geht, so wird die Maximalzahl erreicht. Es
ergibt sich die Rekurrenz L,, := L,,_1 + n fur die gesuchte
Zahl L, mit dem Anfangswert L, := 1.

B Um nun eine geschlossene Formel fur L, zu gewinnen,

wickeln wir die ersten Rekurrenzen ab:
LO — 1

Lo+1=1+1=2
Ly = Li+2=(Lo+1)+2=1+1+2=4
Ly = (Li+2)+3=((Lo+1)+2)+3

= 14+14243=7

£
I



Summenformel

B Die offensichtliche Vermutung ist also

1=1

B Diese Vermutung muss aber noch formal bewiesen
werden, was wir durch vollstandige Induktion tun werden.

Die Verankerung fir n = 0 ergibt sich wie gewlnscht:

0
Lo=1+>» i=1
=1



Summenformel (2)

Induktionsannahme:

L.,=1+ Zz fur ein festes m ¢ IN
1=1

Induktionsschritt:
L1 = Lp+(m+1) (entsprechend der Rekurrenz)
= 1+ Zz + (m+1) (nach Induktionsannahme)
1=1
m—+1
= 1+ ) i (trivial)
1=1

Damit ist die Formel L,, = 1+ > ¢ bewiesen.
1=1



geschlossene Formel

B Die Summenformel ist keine geschlossene Formel!

m Mit Hilfe der GauRschen Formel 3 i = 22U erhalten
1=1

wir nun eine geschlossene Formel fr L,,:

n(n+ 1)
2

L, = 1+

Grundsatzliches Vorgehen beim Losen von
Rekurrenzgleichungen: Zuerst die Werte fur kleine
Argumente berechnen. Diese Werte kdnnen helfen

1. die Losung zu finden,

2. die Losung zu verifizieren.



2. Beispiel: Tiirme von Hanoi

A B C

Ausgangssituation:

Seien drei Stangen gegeben und n Scheiben, die der Grolde
nach sortiert auf Stange A liegen.

Aufgabe:
Die Scheiben von Stange A sollen auf Stange C' verschoben
werden, wobel in jedem Schritt nur eine Scheibe bewegt und

niemals eine grol3ere Scheibe auf eine kleinere gelegt
werden kann.



rekursiver Algorithmus

1. Verschiebe die n — 1 oberen Scheiben von A auf B.
2. Verschiebe die grof3te Scheibe von A auf C.

3. Verschiebe alle n — 1 Scheiben von B auf C.

Verschiebungs-Analyse: Sei T'(n) die Anzahl der
Verschiebungen, die obiger Algorithmus braucht, um n

Scheiben zu verschieben. Es gilt

)
1 fallsn =1

T(n) =
2T(n—1)4+1 fallsn >1

\

Frage: Kann man das schneller tun? Antwort: Nein.



Hanoi-Rekurrenz

Rekurrenzgleichung fur die Tarme von Hanoi:

Tabellarische Darstellung:

.

\

1

fallsn =1
2I'n —1)+1 fallsn > 2

n 1,23 4| 5|6 7 8 9 10
T(n)||1]3|7|15|31|63|127 | 255|511 | 1023
2" 1214 |18|16 |32 |64 | 128 | 256 | 512 | 1024

Vermutung: T(n) =2" — 17




Beweis

Wir betrachten zwei Beweismoglichkeiten:
1. vollstandige Induktion

2. Reduzieren auf Summen

Induktionsbeweis fir: T'(n) = 2™ — 1 ist L6sung.

Induktionsanfang: Flurn=1giltT(1)=2'—-1=1.
Induktionsschritt:  Nach der Induktionsannahme sei fir ein
gegebenesn >1 T(n)=2"— 1 eine LOsung der
Rekurrenzgleichung .

Nach Rekurrenzgleichung:

T(n+1)=2T(n)+1=202"—1)+1=2""_1



Reduzierung auf Summen

B Es kann vorkommen, dass nach dem Studium endlich
vieler Anfangswerte keine Vermutung naheliegt, die
beweisbar eine Losung darstellt.

B Hier kann nur noch formal nach einer Losung gesucht
werden.
m Abwickeln der Rekursion

m Zusammenfassen/Ersetzen bekannter
(Teil-)Summen

B Die Methode kann zu einem standardisierten Verfahren
zum Auffinden einer geschlossenen Formel fur beliebige
lineare Rekurrenzgleichungen erweitert werden!



Hanoi — auf Summen reduzieren

T(n) = 2T(n—1)+1
= 22T (n—-2)4+1)+1=4T(n—2)+2+1
= 42T(n—3)+1)+2+1
= 2°T(n—3)+2*+2" +2°

k—1
= 2T(n—k)+>)» 2
1=0
n—2
= 2T+ ) 2
n—1 1=0
= » 2 (geometrische Reihe)
1=0
2" —1
= =2" -1

2—1



3. Beispiel: divide and conquer

Problem P der Grofie n

Aufteilung in

a Subprobleme

al(n/c) T
ol Zusammenfassung

zur Losung von P

Gesucht: Zeitkomplexitat T(n) dieses Algorithmus.

d falls n =1

T(n) =
al'(%) + kn+kn fallsn > 1



Vereinfachung

B Zur Analyse des divide-and-conquer-Algorithmus
vereinfachen wir die Rekurrenz zu

b falls n=1
T(n)= {

aT'(2)+bn falls n>1.

B £ und £’ sind fir jedes Problem bekannt und konstant!
W J<k+F
B Alsowahlenwirb:=k+ F



Abwickeln der Rekurrenz

Durch rekursives Einsetzen (Abwickeln) erhalten wir:

T(n) = aT Vatm=alar (Z) +2) +bn
C c? c
= a°T (%)+bng+bn
C C
= q° (aT (ﬁ)+b£>+bng—l—bn
c3 c? C
2
— BT (%)4—(972 (9) + oS 4 bn
C C C
n Lo an
k
A () +on 3 (3)

1=0

Wenn n = c* ist, so bricht das Verfahren bei T'(n) = a*b +
bn > " (2)" ab, denn es ist T'(1) = b.



Hin zur geschlossenen Formel

Mit n = c* folgt & = log_(n) und somit

T(n) = a%%—bn%(%)i

|

S
LML
o
\/

Je nach dem Verhaltnis von a zu c ergeben sich
unterschiedliche Losungen!



Fallunterscheidung

Fall1, a <c: ) (%)7’ konvergiert = T'(n) proportional zu n
=0

.

Fall 2, a = ¢: T'(n) = bn(log.(n) + 1) = T'(n) prop. nlog(n)
Fall 3, a > ¢: T'(n) proportional zu n'°&(@
log.(n) N
o - w3 (2
Dann folgt 7'(n) n ; .
log.(n)+1
=) —1 log..(n)
e 1 &
log.(n
— bpo o — ba'o8(") = pplosc(a)
n

weil a8 = ploecle) gtets gilt.



Schlussfolgerung

Wichtige Feststellung zu
divide-and-conquer -Algorithmen:

Die Zeitkomplexitat eines divide-and-conguer-Algorithmus
hangt nur von dem Verhaltnis ¢ ab — und nicht von der Art
des Problems oder vom Losungsweg —, wenn der Zeitbe-
darf fur die Zerlegung in Teilprobleme und die Zusammen-
fassung der Teillosungen proportional zur Grol3e des Pro-

blems ist.




Ein praktisches Problem

Fur das Platinenlayout sind Anordnungen von Chips der
Mal3e 1 x 2 cm auf einer ,Bahn* von 2 cm HG6he und bisher
unbestimmter Lange n notig. Mogliche Anordnungen sind

Z.B.:

n=»y n=06

B Sei T, die Anzahl der verschiedenen Anordnungen auf
einer Bahn der Lange n.

W EsqiltT, =T, 1+7T,ofurn>2
B Anfangswerte: Ty :=1und T} :=1



Fibonacci-Zahlen

FOZO, F1 — 1, Fn:Fn—1+Fn—2 furn > 1

B Wir suchen eine LOosung in der Form F,, = r"
(r Ist unbekannte Konstante).

B Existiert eine solche Losung, dann gilt:
r ="t "% firjedes n > 1

und daraus folgt, dass entweder r» = 0 oder r* = r + 1.

B Diese Gleichung hat zwei Losungen:

145 1 -5
2 2

1




Fibonacci-Zahlen (2)

B Eine allgemeine Losung der Gleichung hat die Form
Artt + pury wobel A und p Konstanten sind.

B Darausfolgt: A+u=Fy=0, I +uro=F =1

(( ) (7))

W \= =

%IH




Der goldene Schnitt

B Das abgetrennte Rechteck soll das gleiche

Seitenverhaltnis haben, wie d r
«

S r—S
W Esfolgty =2 =% =1
S r—S x—1
oder 22—+ —1=0. —

A

B L6sungen:z = ® = % und z = & = 1‘2V5

B Eine Grol3e » wird nach dem goldenen Schnitt geteilt,
wenn der Teil s das geometrische Mittel von r und r — s

ist: s = /r(r — s).




Uberblick

S azL@/)
Ummen
Formelsammlung

Cchaos ?!

I > Suche nach einer Systematik




Allgemeines Verfahren

Bestimmung einer geschlossenen Formel flr durch lineare
Rekurrenzgleichung definierte Folge (g,).>0:

1. Bilde eine einzige Gleichung , in der g, durch andere
Terme der Folge (g, )»>0 ausgedrtckt wird.

2. Multipliziere die beiden Seiten der Gleichung mit z” und
summiere fur alle n. Die linke Seite wird zu
G(z) = > g,2". Man erhalt eine erzeugende Funktion
far (g,)n>o-

3. LOse diese Gleichung nach G(z) auf, um eine
geschlossene Formel fur G(z) zu bekommen.

4. Entwickle G(z) in eine formale Potenzreihe , um den
Koeffizienten von 2" zu bestimmen.



Beispiel

Finde eine geschlossene Formel flr die Fibonacci-Zahlen !
Fibonacci-Zahlen sind durch folgende Rekurrenzgleichung

definiert:
)

0 fallsn <0
fo=< 1 falls n = 1
\ fn—1+fn—2 falls n > 1

Dies ist offensichtlich keine geschlossene Formel!

Was kann nun getan werden, um eine solche zu finden?



Pradikate als Zahlenfunktionen

Definition: [K. Iverson, 1962]
Sei P(n) ein Pradikat . Dann ist [P(n)]|, folgendermalien
definiert:

y

1 falls P(n) wahr ist

[P(n)] = < . .
\ 0 falls P(n) nicht wahr ist

Beispiel: .

2 falls n =0
fni=143 falls n = 1
\2fn_1+ fa—2 sONSt

fn = 2fn—1 -+ fn—2 - 2[” — O] — [n — 1]



1. Zusammenfassen

B Bilde eine einzige Gleichung, in der g,, durch andere
Terme der Folge (g, )»>0 ausgedrtckt wird.

B Diese Gleichung soll fur alle n gultig sein.

B Wir setzen fest: g,, = 0 falls n < 0.

Beispiel: Fibonacci-Zahlen
Finde eine einzige Gleichung fur f,,, die fur alle n gilt (auch

far n < 0!).
fn — fn—l -+ fn—2 =+ [n — 1]



2. Erzeugende Funktion

B Multipliziere Gleichung mit 2™ und summigore far n.
B Erzeugende Funktion fur (g,)n>0: G(2) = > gn2"

B Rechte Seite manipulieren = Ausdruck vonnG(z).

Beispiel: Fibonacci-Zahlen
Transformiere f, = f,_1 + fno + [n = 1]

F(z) = anz”
= Y (faoc1 4 faz H[n=1]) 2"



3. Gleichung nach G(z) auflosen

B | 6se diese Gleichung nach  G(z) auf, um eine
geschlossene Formel fir G(z) zu bekommen.

Beispiel: Fibonacci-Zahlen
Lose die Gleichung nach F(z) auf:

R

(2
F(z) — zF(2) — 2°F(z
F(z)-(1—2z—2°

)
)
)
)

111

Z




4. Formale Potenzreihe

B Entwickle G(z) in eine formale Potenzreine , um den
Koeffizienten von 2" zu bestimmen.

(Dieser Schritt ist im allgemeinen der schwierigste!)

Beispiel: Fibonacci-Zahlen

B \ersuch -——; als Summe zweier Briche in der Form

2 (1 —— + —) ZU schreiben.

B Dies bedeutet, den Nenner (1 — z — z?) in der Form

(1 — az)(1 — Bz) zu schreiben und danach die Grof3en a
und b zu suchen.



4. Schritt (Forts.)

m Wenn dies geschafft ist, so wissen wir, dass ——

erzeugende Funktion fura ) - ,(az)" ist, also

F(z) = =z (az (az)" + bz (ﬁz)n>

n>0 n>0

— Z (aa™ " + 6" 2"

n>0

W Mit [2"]|F(2) = f, = aa™ ' + b3" ! erhalten wir also die
n-te Fibonacci-Zahl in geschlossener Form !



Faktorisierung des Polynoms

m Die Faktorisierung von (1 — z — 2?) in die Form
(1 — az)(1 — Bz) gelingt vielleicht noch direkt.

B Allgemeine Methode flr beliebige Polynome:

Definition: Sei ¢(z) ein Polynom tber C vom Grad d, so heif3t
¢%(z) :== 2% q(2) das reflektierte Polynom von g.

Satz: Seiq(z) =1+ ¢z + @2* + q32° + - -+ + qq2° ein Polynom
tber C vom Grad d und aq, as, . .., oy die Nullstellen des
reflektierten Polynoms ¢*(z), dann gilt:

qz2)=(1—a12)(1 —anz) - ... (1 — ayz)



Fast am Ziel (Fibonacci)

B Bei der noch zu analysierenden Fibonacci-Zerlegung
sind also die Nullstellen von
(1—2z—-29)2=22—-2—1=(2—a)(z— f) zu finden. Es
ergeben sich die Nullstellen

1445
2

V5

und 6:1_2

87
die wir auch schon vom goldenen Schnitt kennen.

B Essind jetzt noch a und b in

1 a b

(1 —az)(1—p32) :l—ozz+1—ﬁz

ZU bestimmen.



Noch ein wenig rechnen ...

B Wir bringen die Summe auf den Hauptnenner
(1 — az)(1 — Bz) und es folgt

_a(l —/5) +b(1+\/5)2.

(a+b)—(af+ba)z =1 = (a+b) 5

B Alsoa+ b=1sowie af + ba = 0 (warum?!), woraus

_ o _ 1+V5 _ B /5-1
a—ﬁ— e undb——ﬁ— Wik

W Mit f, = aa™ ! + bB" ! finden wir letztendlich

fo = %((12@)”_(1_2%)”).




Weitere Beispiele ...

.. SInd Im Skript zu finden!

< 2 cm —» do
dec e\ I ] ! |
Bier 1 d3 ————!
dn

I
>

dn+1 DI‘
. I
ZU maximieren |
I

I

Offensichtlich gilt
» dl — O
o, =1=94H

- (d1+1);r(d2+1)




Bierdeckel

B ...und allgemein

1
dr+1 = E’Z(di—Fl)

|

| +—
7\

=N

+
]~
&
N——_

W Somitist k-dy =k+ ", d.



Bierdeckel (Forts.)

k
M Einsetzenvon k — 1 statt k in kd,.1 = k + > _ d; ergibt:
=1

1=
k—1

(k—1)dy=k—1+) d;

1=1
B Durch Subtraktion beider Gleichungen:
kdgir — (kK —1)dy =1+ dy

B Umgerechnet die einfache Rekurrenz

1
dr+1 = di + A

k
mit der Lésung  dp1 = > +.
1=1



Problem

ABER: Kann man zu jeder Summenformel auch eine
geschlossenen Formel finden?

Antwort: Nein, z.B. nicht fur das Bierdeckelproblem!

Bei der Analyse von Algorithmen trifft man oft auf die
harmonischen Zahlen : (H,: ist n-te Harmonische Zahl)

1 1 1 "1
H =14+-4+=-+---4+— = -
+2_|_3+ +n ;z

H,, kann flr jedes n exakt berechnet werden!

Das reicht jedoch nicht aus, denn es gibt keine
geschlossene Formel fur H,,. Deshalb wird eine gute
Approximation fur H, bendtigt.



Abschitzung durch Integrale

B Summenformeln kdnnen oft nach oben und unten
durch Integrale abgeschatzt werden.

B Satz Fir G(n) :=>_"_, g(i) mit g(i) < g(i + 1) gilt:

[ sz << [ g

B Ist eine Funktion g(x) monoton fallend , aber gilt stets
g(x) > 0, so lafdt sich das Verfahren der Abschétzung

von G(n) := > ", g(i) mit Hilfe von Integralen immer
noch gut anwenden.



Harmonische Zahlen

W H,=) ", 1 sodass g(z) = - ist monoton fallend.

m Wegen [ 2dz = In(z) kann mit dieser Methode eine
Abschatzung von H,, vorgenommen werden.

s L l . . .
W Fir g(x) = - ergibt sich:
1“ N
;;;,;;/;;;; T |
;;22;22;;22 2;27 EZ;;;’/, ,j/:_;/_;; 3 ISR
0 1 2 3 4 5 6
B Die Rechtecke stellen die Flachen % dar.




Approximation von f,

m Esfolgtnun " 2dx < H, <1+ [ dz und somit
Inn< H,<lnn+1 fallsn > 1

und diese Approximation ist schon nicht schlecht.

B Viel besser aber ist die Approximation

1
H =1 0.5772156649 + — — O(n—*
nn + + o 1o + (n™%)

_wachst wie n—*“



Schriftliches Multiplizieren

B Wieviel Zeit braucht ein Mensch (ein Computer), um
zwel n-stellige ganze Zahlen zu multiplizieren, wenn er
den gewdhnlichen Schulalgorithmus benutzt?

a, ay ... a, X by by ... b,
o o ®
o o o
n Zeilen
e o o .. e e 2n Stellen

B Die exakte Antwort ist wenig aussagekraftig, aber es gilt:
Fir k-mal gréRere Zahlen wird k%-mal mehr Zeit benétigt.

B Daher braucht man O(n?) Zeit, um n-stellige ganze
Zahlen mit dem Schulalgorithmus zu multiplizieren.



Optimalitatsirage

Gibt es einen schnelleren Algorithmus?

x, y. Zwel n-stellige ganze Zahlen (n gerade) in
Binardarstellung.

T =222 + 25 Und y = 1122 + 1o, Wobei
T1,%2,Y1,Y2 5-Stellige Binardarstellungen ganzer
Zahlen sind

Dannist zy = x1y1 2"+ (x1ya+22y1) 22 +2215

vier Multiplikationen  der Z-stelligen Zahlen, drel
Additionen und um n und 3 Positionen.
Mit dem Schulagorithmus: Komplexitat in O(n?).



Multiplikation anders

B Andere Methode, die oben bendétigten drei Werte
r1y1, T1Y2 + T2y; Und zoy, ZU berechnen:

L1Y1, TL2Y2
21 = (21 + 22) (11 + Y2) = T1y1 + T1Y2 + Tay1 + T2yo

21 — T1Y1 — TY2 = T1Y2 + TaYq

B Reduktion des Problems der Multiplikation n-stelliger
Zahlen auf das Problem von drei Multiplikationen
5-stelliger Zahlen in O(n) Zeit.

B Analyse der Zeitkomplexitat von divide-and-conquer:
Zeitkomplexitat O (n'°®) ist!
Das ist besser als die Schulmethode!!!



Strukturelle Komplexititstheorie

B systematisches Studium der Komplexitat von Problemen
(nicht konkreten Algorithmen!)

m Probleme als Mengen

m Probleml6sung entspricht Akzeptierung von Wortern
m Modell ist die Turing-Maschine (DTM vs. NTM)

m Zeit- und Platzbedarfe werden abgeschatzt

m untere und obere Schranken

m In Abhangigkeit der Eingabegrolie

B Eingabelange zahlt nicht zum Platzbedarf!



Probleme als Mengen

B Berechenbarkeit einer beliebigen Funktion ist manchmal
umstandlich zu zeigen!

B |dee: Akzeptierung verwenden, um die Komplexitat von
Problemen zu untersuchen.
m Intern wird etwas berechnet

m das Ergebnis muss nicht (standardisiert)
ausgegeben werden

auch NTM einsetzbar

m damit ist ein Vergleich zwischen deterministischen
und nichtdeterministischen Problemlosungen direkt
moglich

B Wie codiere ich ein Problem als Menge?



Probleme als Mengen (2)

B Probleme bestehen aus:
m Fragestellung
m Eingaben/Voraussetzungen
m Losung

B Problemstellung & Losung(svorschlag) stellen die
Probleminstanz dar.

B Bestandteile werden als Worter Uber einem endlichen
Alphabet codiert.

B Genau die Probleminstanzen, die eine Losung darstellen
sollen akzeptiert werden.



Hamilton-Kreis

Gegeben:

Ein ungerichteter Graph G = (V, F)

Gesucht:

Gibt es einen geschlossenen Kreis in
(z, bel dem jeder Knoten genau ein-
mal durchlaufen wird, d.h. existiert ei-
ne Folge von Knoten vy, v, ..., v, Mit
n = V|,V = {v,ve,...,0v,} und
{vi,v;.1} € Eund {v,,v,} € F fur alle
e INmitl <i<n?

Antwort:

JA / NEIN




Hamilton-Kreis als Menge

O~

G =({1,2,3,4},{(1,2),(2,3),(3,4)})

W Mdogliche Darstellung: 1,2, 3,4(1,2)(2,3)(3,4)
m Problem: kein endliches Alphabet

W Alternative: 1,11,111,1111(1,11)(11,111)(111,1111)

B Darstellung mit den Zeilen der Adjazenzmatrix
0100#410104#010140010

B Liange ist stets |V|° + |V| — 1 Zeichen. (obiges Beispiel
hat die Lange 19.)



k-Band-offline-Turing-Maschine

B Wir verwenden kinftig generell k-Band-offline-TM




Begrifie: Zeit und Platz

Definition: FUr eine konkrete Rechnung bendétigt eine NTM
soviel

B Zeit, wie Konfigurationenswechsel auftreten.

B Platz, wie maximal Felder auf den Arbeitsbandern
besucht werden.

Definition Eine NTM A verarbeitet ein Wort w mit der

B Zeitbeschrankung ¢ genau dann, wenn die kirzeste
Rechnung fir w hochstens [¢| Zeit bendtigt.

B Platzbeschrankung s € IR, wenn die Rechnung mit
dem geringsten Platzverbrauch flr w hdchstens | s|
Platz bendtigt.



Komplexititsklassen

B Zusammenfassen ahnlicher Eingaben

m Uber die Art des Problems (Semantik) ist in der
Regel nur sehr schwer eine Aussage zu machen

m Kategorisierung nach Lange des Eingabewortes .

Definition: Seiens: IR — IR, t: IR — IR. Eine NTM A Ist

B t-zeitbeschrankt gdw. sie flr jedes akzeptierte

Eingabewort der Lange n mit der Zeitbeschrankung t(n)
arbeitet.

B s-platzbeschrankt genau dann, wenn sie flr jedes
akzeptierte Eingabewort der Lange n mit der
Platzbeschrankung s(n) arbeitet.



Beispiele von Komplexititsklassen

Definition Fur s,t: IN — IR mitt(n) > n+1und s(n) > 1,
bezeichne:

DTime(t) := {L| L= L(A) fur eine t-zeitbeschr. DTM A}
N Time(t) := {L| L= L(A) fur eine t-zeitbeschr. NTM A}
DSpace(s) := {L| L= L(A) fur eine s-platzbeschr. DTM A}
N Space(s) := {L| L = L(A) flr eine s-platzbeschr. NTM A}
P = {L| Esgibtein Polynomp: IN — IR und eine
p-zeitbeschrankte DTM A mit L = L(A)}
NP := {L| Esgibtein Polynom p: IN — IR und eine
p-zeitbeschrankte NTM A mit L = L(A)}




Einfache Zusammenhinge

B Eine TM, die t(n) Zeit (d.h. Schritte) zur Verfligung hat,
kann nicht mehr als ¢(n) Bandzellen besuchen.

m Umgekehrt gilt dies nicht!
B Platz kann wiederverwendet werden, Zeit nicht!

B Kann man trotzdem eine maximale Rechenzeit in
Abhangigkeit vom verbrauchten Platz angeben?

m Ja! Idee: Sobald eine Konfiguration ein zweites Mall
besucht wird, befinden wir uns in einer
Endlosschleife!

m Bleibt zu berechnen, wieviele verschiedene
Konfigurationen bei einer gegebenen
Platzbeschrankung maoglich sind.



Anzahl der Konfigurationen

B \Wovon hangt die Anzahl der moglichen
unterschiedlichen Konfigurationen ab?

m maximal verbrauchter Platz
m Kopfpositionen auf den Arbeitsbandern
m Lange maglicher Bandinschriften

m Anzahl der Bandsymbole
m Permutationen von Bandsymbolen

m Lange der Eingabe
m Kopfpositionen auf dem Eingabeband

m Anzahl der Zustande in der endlichen Steuerung
m aktueller Zustand einer Konfiguration



Randbedingungen fiir Schranken

B Wenn eine TM mit der Platzbeschrankung s(n) arbeitet,
dann ist s(n) > 1 fur jedes n € IN, denn die TM muss
sich wenigstens ein Feld auf dem Arbeitsband ansehen!

m TM arbeitet mit Platzbeschrankung  s(n), wenn sie
max{1, |s(n)]| }-platzbeschrankt ist.

B Es ist ebenfalls nutzlich anzunehmen, dass eine TM ihre
Eingabe stets vollstandig liest und ein weiteres Feld
vorruckt, um deren Ende festzustellen.

m TM arbeitet mit Zeitbeschrankung t(n) , wenn sie
max{n + 1, t(n) }-zeitbeschrankt ist.



Beispiel {wSw"" | w € {a,b}*}

m {ww™ | w € {a,b}*} ist kontextfrei.

B Mit dem Verfahren von Cocke/Younger/Kasami kann sie
somit in Polynomzeit analysiert werden.

W Wieviel Platz wird gebraucht? s(n) = n genugt.

m |ldee: Akzeptieren nach dem Kellerprinzip , fur
Worter, die in der Sprache enthalten sind, reicht

dann sogar [2+].
B Es geht aber noch besser: log(n) Platzbedarf gentgt!

m Codieren der Anzahl bereits bearbeiteter Symbole
von w bzw. w™ in w$w"™? als Binarzahl: Ein Zahler

gibt das nachste zu bearbeitende Zeichen an.



Bandkompression

Theorem:
Zu jeder s(n)-platzbeschrankten TM und jeder reellen

Zahl ¢ € IR mit ¢ > 0 gibt es eine aquivalente TM die
c - s(n)-platzbeschrankt ist.

Bewels:

1. Fall Fir ¢ > 1 ist nichts zu beweisen.

2. Fall Furc < 1;

m Konstruktion analog zum |w|-platzbeschrankten LBA
B aus einem beliebigen LBA A fur eine TM

durchfihren!

B Wenn A s(n)-platzbeschrankt ist, so ist B dann nur
noch ¢ - s(n)-platzbeschrankt.



Bandkompression (2)

B Zusammenfassen von jeweils » Symbolen
B Erweiterung des Bandalphabets

B r berechnet sich aus r = [L:’)W

Also: zBand(f) = xBand(cf) fur z € {D,N}.

...zum Beispiel:f(n) := 3n* — 70n + 5 und g(n) := n?

als Platzschranken nicht unterscheidbar!



linear speed-up

Theorem: (lineare Beschleunigung)

Zu jeder t(n)-zeitbeschrankten TM mit inf (1) = oo

n—aoo

und jedem ¢ € IR mit ¢ > 0 gibt es eine aquivalente
c - t(n)-zeitbeschrankte TM.

Beweisidee:

B Blockbildung (Lange r, wie beil der Bandkompression).

B Speichern von jeweils 3 Blocken im Zustand der
endlichen Kontrolle.

B Ein Schritt simuliert » Schritte der urspringlichen TM.



Beweis: Speed-Up-Theorem

r Schritte

™ A:

r Zellen r Zellen

™ B:

1 Schritt




Beweis: Speed-Up-Theorem

r Schritte

T™M A: [A|B|C|D

r Zellen r Zellen

™ B:

max. 6 Schritte




Beweis: Speed-Up-Theorem (2)

B \erlassen des 3-Block-Bereiches kostet A mind. r

Schritte, B nur 8 Schritte. = Fur t(n) Schritte von A
benétigt B max. [ Schritte.

n Schritte, zum Lesen und Codieren der Eingabe.
| ] Schritte, Repositionieren des LSK von B.

Wegen [z] <z + 1, sindmax. n + 142 + 14 8. (42)
Schritte von B notig.

inf (@):ooin:Hnd:Vnan:(t(n))>d

n— 00 n _

(d.h. auch n < (42))),

FUrn > 2 (und somit n + 2 < 2n) und n > ny:. Schrittzahl
von B max. t(n) (2 + + + ).



Beweis: Speed-Up-Theorem (3)

m Wahlen wir r := [£] und d := [2] + £ dann gilt 7 - ¢ > 16
und d > 22,

B Einsetzen in die Formel fur die max. Laufzeit von B:

2+1+8 _ 2 e 8
d dr - d  drec  re
2+ C 86
- d 16d 16
B 32+c+c
- 16d 2
(324 c)c ¢
— 4 -
16¢cd 2
(324c)c ¢ _ecd ¢
— — < — — —
Sc.2d 2599473 €



Asymptotische Analyse

B Konstante Faktoren und additive Glieder spielen bei
Beschrankungsfunktionen keine entscheidende Rolle.

B Zur Klassifizierung von Funktionen verwendet man
deshalb die bekannten Landau-Schreibweisen: die O-,
()- und 6-Notation.

B Wichtig: Bel der asymptotischen Analyse qilt:

THINK BIG

das heildt, es kommt nur darauf an, wie sich die
Funktionen flr grol3e Argumente verhalten.

B Eine endliche Anzahl von ,Ausreifdern“ ist immer
erlaubt!



Zwei extreme Beispiele (1)

B Es gilt log(n) € o(n®%").

® Das heillt, lim ¥ = 0

W kurz: n%%%1 wachst viel schneller als log n.
W Furn = 10';

)0.0001 _ 100_01 _ 17 023

log 10'" =100 > (10"
m Firn= 10"

log 100" = 10'% < (1010“’0)0'0001 = 101"

m Also: Vn > 109" :log(n) < n%0001



Zwei extreme Beispiele (2)

B Seie=1/10"""
B Es gilt log(n) € o(n9).
m Seien k und n so gewahlt, dass € > 10~* und n = 10"

B Dann gilt:
logn = 10%%,

n® > (1010%)10_k — 10"

m Also: Vn > 109" :log(n) < nt.



Einfache Folgerungen

B Es gilt wegen des speed-up-Satzes:

P = UDTime(ni) und NP = UJ\/’T@'me(ni)

i>1 i>1
®m Ahnlich definiert man polynomiale Platz-Klassen:

PSpace = UDSpace(ni)

i>1

NP Space = UJ\/'Space(ni)

i>1



Einfache Inklusionen

Korollar:

Die sich direkt aus den Definitionen ergebenden trivialen
Beziehungen zwischen diesen Komplexitatsklassen sind
offensichtlich die folgenden:

DSpace(f) < NSpace(f)
DTime(f) C N Time(f)
DTime(f) C DSpace(f)
N Time(f) C NSpace(f)
P C NP
PSpace C NPSpace



‘P und die Praxis

B \on Problemen aus der Komplexitatsklasse P sagt man,
dass sie effizient I0sbar seien.

B Probleme in P sind anscheinend wirklich in der Praxis
noch mit vertretbarem Aufwand losbar.

B Nehmen wir also an, dass tatsachlich alle Probleme in ‘P

In der Praxis vernunftig gelost werden konnen.
m Was ist dann mit N'P?

m Sind Probleme aus NP nicht mehr praktisch
verwendbar/losbar?

m Handelt es sich nur um praktisch nicht relevante
Probleme?



Die Klasse NP

Jedes Problem L € NP, ist mit exponentiellem
Zeitaufwand (in D Time(2P™) fur ein Polynom p)
deterministisch losbar.

m Bessere Transformationen sind i.a. nicht bekannt.
Viele der praktisch wichtigen Fragestellungen haben
Losungen mit Algorithmen, die nur dann in

Polynomzeit arbeiten, wenn sie nicht-deterministisch
sind , jedenfalls kennt man zur Zeit noch nicht Besseres!

Eine Implementierung erfordert ein deterministisches
Verfahren .

Unterscheiden sich P und NP tberhaupt?!



Einige Probleme

m Ahnliche Probleme liegen trotzdem oft in (vielleicht
wirklich) unterschiedlichen Komplexitatsklassen!

Gegeben:

Matrix A € Z™*" und Vektor b € Z™

Frage:
Ar =10

Gibtesz € Z" mit

Frage: Gibt es ¢+ € IN"
mit Az = b

D

NP




Einige Probleme (2.1)

Gegeben: Ungerichteter, kantenbewerteter Graph
G = (V, E), eine Gewichtsfunktion g : £ — IN, zwel
Knoten s,t € V und eine Schranke k£ € IN

Frage: Gibtes einen ein- | Frage: Gibt es einen ein-
fachen Pfad p von s nach ¢t | fachen Pfad p von s nach
mit g(p) < k? (,Klrzester | t mit g(p) > k? (,LAngster
Weg zwischen zwei Kno- | Weg zwischen zwel Kno-
ten®) ten®)

P NP




Einige Probleme (2.2)

m L, :={(G,s,t k)| G besitzt einen Pfad p von S nach ¢
mit g(p) > k} ist die dem Problem ,Langster Weg
zwischen zwel Knoten* zugeordnete Sprache.

B Theorem: Das Problem zu L, ist nichtdeterministisch in
Polynomzeit zu l6sen, d.h. K, € NP.
|dee: Raten eines geeigneten Pfades.

m K, :={(Gs,t k)| G besitzt einen Pfad p von s nach ¢
mit g(p) < k} ist die Sprache, die zu dem Problem
,Kurzester Weg zwischen zwei Knoten* gehort.

B Theorem: Das Problem zu K, istin P.
ldee: Systematische Suche der minimalen Pfadlangen.



Einige Probleme (3)

Gegeben: Ungerichteter Graph G = (V, F)

Frage: Gibt es einen ge- | Frage: Gibt es einen ge-
schlossenen Kreis, in dem | schlossenen Kreis, in dem
jede Kante genau einmal | jeder Knoten genau einmal
auftritt? (,Euler-Kreis") auftritt? (,Hamilton-Kreis")

P NP

M (Leider) sind haufig Probleme aus NP die (fir die
Praxis) interessantesten!

B Manchmal kann man das aber auch ausnutzen. Z.B. fur
die Kryptographie.



Reduktion

B Seien A C X*und B C I'*.

B Man sagt A ist reduzierbar auf B* (A < B) gdw.

df 3" > I1":Veed":x € A < f(r)eB

e | e *
S A~ o © von speziellem Interesse:
A By Polynomialzeitreduktion
A e : jz) (Spol)-1 |
O— logarithmische-Platz-
o— —® Reduktion
® ~® (<Zlog)-




Reduktion (2)

B Zuruckfuhren der Entscheidbarkeit von A auf die
Entscheidbarkeit von B:

B \oraussetzung A < B.




JC-Vollstindigkeit

B Eine Menge A C X* heildt hart (oder besser: schwer ) flr
eine Klasse X gdw. VBeK:B<A

B Eine Menge A C X* heildt volistandig flr eine Klasse IC
gdw. Ac K ANVBeK:B<A




N P-Vollstindigkeit

B besonders interessannter Spezialfall der Vollstandigkeit:

B Eine Menge A C ¥* heil3t N'P-vollstandig gdw.
AeENP ANVBeENP:B<,qA

B Ein N'P-vollstandiges Problem ist somit eines der
schwersten bzw. umfassendsten Probleme innerhalb
der Klasse N P.

B Wichtige Eigenschaft: Transitivitat von <.

M |st A ein N'P-vollstindiges Problem und gilt A <,, B, SO
ist auch B N'P-vollstandig.



Ausblick

B Existenz eines N'P-vollstandigen Problems

m Konstruktion am Beispiel des Dominoproblems
(Parkettierung)

B Einfache Folgerungen

B das P=NP-Problem



Reduktion

B Seien A C X*und B C I'*.

B Man sagt A ist reduzierbar auf B* (A < B) gdw.

df 3" > I1":Veed":x € A < f(r)eB

e | e *
S A~ o © von speziellem Interesse:
A By Polynomialzeitreduktion
A e : jz) (Spol)-1 |
O— logarithmische-Platz-
o— —® Reduktion
® ~® (<Zlog)-




Reduktion (2)

B Zuruckfuhren der Entscheidbarkeit von A auf die
Entscheidbarkeit von B:

B \oraussetzung A < B.




JC-Vollstindigkeit

B Eine Menge A C X* heildt hart (oder besser: schwer ) flr
eine Klasse . gdw. vVbe K: B< A

B Eine Menge A C X* heildt volistandig flr eine Klasse IC
gdw. AeK AVbe K.B< A




N P-Vollstindigkeit

B besonders interessannter Spezialfall der Vollstandigkeit:

B Eine Menge A C ¥* heil3t N'P-vollstandig gdw.
AeENP ANVBeENP:B<,qA

B Ein N'P-vollstandiges Problem ist somit eines der
schwersten bzw. umfassendsten Probleme innerhalb
der Klasse N P.

B Wichtige Eigenschaft: Transitivitat von <.

M |st A ein N'P-vollstindiges Problem und gilt A <,, B, SO
ist auch B N'P-vollstandig.



N P-hart

B Eine Menge A C ¥* heil3t N'P-hart gdw.
Vb ENP :B <, A

O ist NP-hart
gdw.
fir alle @ aus NP
gilt © <pol O




N P-vollstindig

B Eine Menge A C ¥* heil3t N'P-vollstandig gdw.
AeNP AVbeNP :B<,q A

O C‘ ®
O ist NP-vollstandig
gdw.
1. Oliegt in NP
und

2. Oist NP-hart




Ein N P-vollstindiges Problem

B Bisher nur Definition der N'P-Vollstandigkeit

B Aber: Gibt es Uberhaupt solche Probleme?
m Diese Frage war lange Zeit ungeklart!

m Nach dem ersten folgten aber sofort viele
NP-vollstandige Probleme.

m Warum?!

M |dee fur ein erstes N/'P-vollstandiges Problem:
m Codierung aller Polynomialzeit-TM-Rechnungen
m als Formel (SAT)
m als Kachelproblem (2D-Domino)



Das Kachelproblem ist in NP

Gegeben: Eine Menge von r Kacheltypen R =
{Kl,KQ,. .. 7Kr} , N € IN (be“eblg
viele Kacheln von jedem Typ)

Gesucht: Kann man eine Flache der Grofde n x
n korrekt kacheln?

Antwort: JA oder NEIN

b [

B nur gleichfarbige Seiten durfen aneinandergelegt
werden!

B Steine durfen nicht gedreht werden!



Das spezielle Kachelproblem

B endlicher Satz von Kacheln
B endliches Spielfeld der Grofse n x n

B erste Zelle festgelegt

m hier: durch die Anfangskonfiguration einer
(polynomialzeitbeschrankten) TM

m Zellenwechsel entspricht Konfigurationswechsel der
™

B Dieser Spezialfall des Kachelproblems wird nun als
NP-vollstandig nachgewiesen.



Das spezielle Kachelproblem

>



Das spezielle Kachelproblem

aktueller Zustand

aktuelles Bandsymbol
7 b N VoaN
neues Bandsymbol .&
P4



Das spezielle Kachelproblem

Zustandswechsel &

Anderung der Kopfposition



Das spezielle Kachelproblem

a 'Q: o |2
a,b,R
P4 © P4



Das spezielle Kachelproblem

Zustandswechsel &

Anderung der Kopfposition




Das spezielle Kachelproblem

a 'Q: ol |2
a,b, L
M4 © P4



Formale Transformation

a
Fur alle a€l™:
a

Fur alle g€ Zend

und acl’:

Fur Startzustand

s und alle a€l™:




Eine TM M mit L(M) € P

@a,#,R ; #,#,L@ a,#,H@




Beispiel-TM (2)




Beispiel-TM (3)




SAT

Definition: SAT:= {w € X* | w ist ein erfullbarer boolescher
Ausdruck } ist das Erfullbarkeitsproblem

Gegeben: Eine Menge V von Variablen und
eine boolesche (aussagenlogische)
Formel B € X* mit
X =V U{0,1,V,A ()}

Gesucht:  Gibt es eine Belegung der Variablen
mit TRUE (1) und FALSE (0), so dass
B zu TRUE (1) evaluiert?

Antwort: JA oder NEIN




N P-Vollstindigkeit von SAT

Theorem: SAT ist N'P-vollstandig.

Beweisidee:

B Esist einfach zu sehen, dass SAT € NP qilt.

m Zu einer gegebenen Formel B mit den Variablen
x1,Ta,...T, Wird in Linearzeit nichtdeterministisch
eine Belegung der Variablen mit TRUE oder FALSE
geraten.

m Es wird gepruft, ob B mit dieser Belegung den Wert
TRUE bekommt. Dies ist in Polynomzeit moglich.

B Bleibt zu Zeigen, dass jedes andere Problem aus NP in
Polynomialzeit auf SAT reduzierbar ist.



Reduktion auf SAT

FELD(s, 7,t) = In Konfiguration k£, steht das Zeichen z; in
Feld <.

ZUSTAND(r, t) = In der Konfiguration k, befindet sich die
TM Ay im Zustand z,.

KOPF(z,t) = In der Konfiguration k; steht der LSK auf
dem Feld .

Anzahl dieser Variablen in O(p(n)?#), wenn p(n) die
Zeitschranke ist. Wir definieren die Formel

Dlar, ag,...,ar) = (a1 VazV...Va) NN (—a;V-ag).
Die Lange dieser Formel ist von der Ordnung O(r?).

Die Formel F,, hat die Form
Fo =ANBANCANDANENFANG.



Reduktion auf SAT (2)

Die einzelnen Tellformeln bedeuten:

A = In jeder Konfiguration k; steht der LSK auf genau
einem Feld.

B =In k; enthalt jedes Feld genau ein Zeichen.
C = In k; befindet sich A, in genau einem Zustand.

D = Bei jedem Ubergang wird genau das Feld verandert,
auf das der LSK zeigt.

E £ Jeder Ubergang entspricht der Turing-Tafel.
F' = Die erste Konfiguration ist ky = gow# . . . #.

G = Der Zustand in der letzten Konfiguration k£, ist
Endzustand aus Zgng-



Beispiel einer Teilformel

B Esist A:= Al/\Ag/\.../\Ap(n) und
vt < p(n) : A, = &(KOPF(1, 1), KOPE(2,1). ... . KOPF(p(n).t

B Auch B und (' sind zusammengesetzte Formeln:

B =/ B(t) mit
1<i,t<p(n)
B(i,t) = &(FELD(i,1,t),...,FELD(i,m,t)), m := |Y]
C = N\ C mit
1<t<p(n)
C, = @®(ZUSTAND(1,1?),...,ZUSTAND(s,t)),

= |Z]



Einfache Folgerungen

Lemma: Sei L N'P-vollstéandig, L <,,, M und M € NP.
Dann ist auch M N7P-vollstandig

Beweis: Das Lemma folgt direkt aus der Definition von
N P-Vollstandigkeit und der Transitivitat der
Polynomzeitreduktionen.

B Beispiel im Skript: KNF ist N"P-vollstandig.

B KNF :={we X* | wist eine erflllbare boolesche
Formel in konjunktiver Normalform}



andere N P-vollstindige Probleme

Definition: Das Erflllbarkeitsproblem boolescher Formeln in
konjunktiver Normalform dargestellt als Sprache:

KNF :={w € X* | w ist eine erfullbare boolesche Formel in
konjunktiver Normalform}

Theorem: KNF ist N'P-vollstandig.

Definition: Die Sprache 3-SAT & KNF' G SAT ist gegeben
durch:

3-SAT = {w € X* | w ist erfullbare boolesche Formel in
konjunktiver Normalform mit genau 3 Literalen in jeder
Klausel }.

Theorem: 3-SAT ist N'P-vollstandig.




N P-vollstéindige Probleme (2)

Theorem:
B Das Hamilton-Kreis Problem H. ist N'P-vollstandig.

m Das Problem L, (,Langster Weg zwischen zwel Knoten*)
Ist NP-vollstandig.

W Das Rucksackproblem ist A"P-vollstandig.

B Das Partitionierungsproblem von Graphen ist
N P-vollstandig.

®m Das Problem CLIQUE ist N'P-vollstandig.



N P-vollstindige Probleme in P?

W DalR P C NP giltist klar!

B Konnte auch das Gegenteil, also P C NP, gelten?

m Man brauchte nur von einem einzigen
NP-vollstandigen Problem A zeigen, dass es in P
liegt!

m Dann wirde namlich sofort folgen:
VBENP:B<,gA = VBeNP:BeP

B Dies ist bislang noch niemandem gelungen!!!



Band- vs. Zeitbedarf

—

Faktoren fur die Absch atz ung:
Platz vs. Zeit

A A

crobe des Platzbedarf Ewngabelange Anzanhl oer
Bandalphabets s(n) w Z,ustanole

b R

Abscha;&zw\,@ des Zeitbedarfs:
n-sn)-k-v*™ e o(c™)



Transitivitit von Reduktionen

Allgemein:

A<ZC

A<B B<C




Transitivitit von Reduktionen

B generelles Problem bei Komplexitatsbeschrankung fur
die Reduktion:

m Wie grold wird das Zwischenergebnis?

B Polynomialzeitreduktion:
m |f(w)|ist maximal p(|w]) fur ein Polynom p € O(ty).
m Platz auf Arbeitsbandern ist nicht begrenzt.

m g(f(w)) wird in Polynomzeit (in Abhangigkeit von
| f(w)]) berechnet, also existiert Polynom ¢ € O(t,)
und insgesamt wird ¢(p(|w|)) Zeit bendtigt.

m Dies ist wiederum ein Polynom!



Transitivitit von Reduktionen

B logarithmische-Platz-Reduktion:

m Zwischenergebnis f(w) kann die logarithmische
Lange bzgl. der Eingabelange |w| Uberschreiten!
m ¢ & O(log(n))

m f(w) ist somit nicht mehr auf einem Arbeitsband
speicherbar!!

m Es muss grundlegend anders gearbeitet werden:
m Nur das gerade bendtigte Symbol der Ausgabe
generieren!
m Speicherung der Position des Symbols in log-Platz
(binar)
m Rechenzeit ist unbegrentzt!



Zusammenhange

NsSpace(s(n))
€ pSpace(s (n)?)
NP

PSPACE = NPSPACE




Zusammenhange

— \_

TYp-0 = reRursiv aufza.l.quare Sprachen

—~<
(NTM, DTM, PhrasenstruRturgrammatii)

Typi = kRontextsensitive Sprachen
(NLBA, CSG, monotone Grammatiiken)

Typ-2 = kRontextfreie Sprachen
(NPPA, CFQ)

TYp-3 = reg ulare Sprachen
(DFA, NFA, rationale Ausdruckee,
rechtslineare Grammatiken)




Berechenbarkeit

Berechenbarkelt

formales
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Algorithmentechniken

— T ——

ALgori‘ch mentechintiren

< Greedy-
areedy- Algorithmen
Algorithmen

\

branch § bound
divide & conguer



Algorithmenanalyse

EALgorith menanalyse 3

ReRurrenzgletchungen

geschlossene Formel



Komplexitit
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Uberblick: Komplexititstheorie
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Was fehlt noch?!

B parallele und verteilte Berechnungsmodelle

parallele Komplexitat

B probabilistische Berechnungsmodelle (probabilistische
TM, probabilistescher endlicher Automat)

B formale Anséatze zur Verifikation (unter Verwendung von
speziellen Logiken)

B zu finden in F4, PNL, AUK, ...
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