| Aquivalenzen

Eine Menge M Ist genau dann aufzahlbar, wenn
sie von einem Automaten der folgenden Art
erkannt werden kann:

1. Einer deterministischen Turing-Maschine
(DTM).

2. Einer nichtdeterministischen Turing-Maschine
(NTM).

3. Einem 2-Keller-Automaten.
4. Einem 2-Zahler-Automaten.

5. M ist durch eine RAM akzeptierbar. I




| Aquivalenz DTM/NTM

1. Jede DTM ist auch NTM.

2. Simulation einer NTM auf einer DTM.
o DTM hat keine Platzbeschrankung;

o Merken des Konfigurationsbaumes auf
dem Band,;

» systematische Suche nach
Erfolgsrechnung.

Details im Skript und in der Literatur!
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I Die partiell rekursiven Funktionen

Theorem: FUr eine n-stellige Funktion
f:IN" — IN sind folgende Aussagen aquivalent:

1. f ist durch eine 1-DTM berechenbar,
2. f st durch eine £-DTM berechenbar,
3. f st u-rekursiv (partiell-rekursiv),

4. f ist durch eine RAM berechenbar.
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| Random Access Machine (RAM)

Was unterscheidet die RAM von der TM?
#» Rechnet auf naturlichen Zahlen.

» Speichermodell: Register
» nehmen beliebige natirliche Zahlen auf
o direkter Zugriff auf Register Uber Adressen
moglich
» Indirekte Adressierung maoglich

o Programmodell: festes Programm
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| RAM-Schaubild

D Eingaberegister (read only, - - -»)
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| RAM-Varianten

zwei verschiedene Varianten der RAM werden
unterscheiden:

» Die Bit-RAM, bei der die Register beliebige
natlurliche (ganze) Zahlen enthalten durfen

o Die arithmetische RAM, bei der die
Speicherinhalte aus einem beliebigen Kdrper,
wie z.B. oder (), stammen konnen.

o Weitere Modellvarianten entstehen bel
Einschrankung des erlaubten Befehlssatzes.
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| RAM-Befehle

» Operationen: READ, WRITE, LOAD, STORE,
ADD, SUB, JUMP, JZERO, JGTZ

» Operanden:
s =1 [die Zahl 1]
PR Inhalt des Registers R;]

s x7 [Indirekte Adresse: Inhalt des
Registers R;, wenn j Inhalt des Registers

» Besonderheiten: zusatzliche Operationen

MULT und DIV bel RAM, I




| RAM-Befehle (2)

1. LOAD « c(0) < v(a)
2. STORE i (i) < ¢(0
STORE *i ¢(c(7)) < ¢(0)
3. ADDa c(0) «— ¢(0) + v(a)
4. SUBa c(0) < ¢(0) — v(a)
5. MULT a c(0) < ¢(0) x v(a)
6. DIVa c(0) «— [c(0) +v(a)|
7. READ: c(i) « aktuelles Eingabesymbol

READ xi  ¢(c(2)) <+ aktuelles Eingabesymbol.
8. WRITEa wv(a) wird an der aktuellen PosmweJ

Ausaabe aeschrieben




| RAM-Befehle (3)

9. JUMP b Der location counter (Befehlsregister) wird
auf die mit b markierte Anweisung gesetzt.

10. JGTZb  Der location counter wird auf die mit b mar-
kierte Anweisung gesetzt, wenn ¢(0) > 0
Ist, sonst auf die nachfolgende Anweisung.

11. JZERO b Der location counter wird auf die mit b mar-
kierte Anweisung gesetzt, wenn ¢(0) = 0
Ist, sonst auf die nachfolgende Anweisung.

12. HALT Programmausfuhrung beenden.
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| Besonderheiten

» Felder auf dem Eingabe- und Ausgabeband
enthalten Zahlen!

o Der Eingabekopf beweqgt sich bel jedem
READ um ein Feld nach rechts.

» Nach jedem WRITE bewegt sich der Kopf auf
der Ausgabe um ein Feld nach rechts.

o Eine RAM ist iImmer deterministisch!
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| RAM-Berechenbarkeit

Eine Funktion f : IN* — IN! heif3t
RAM-berechenbar gdw. eine RAM existiert, die
far die Eingabe (x1,...,x;) immer die Ausgabe
(y1,---5y1) = f(xq,...,xx) liefert, sofern

(1, ...,21) € Def(f).

Zum Beispiel ist die Funktion f : IN — IN mit
f(n) := n* RAM-berechenbar (siehe Skript).

RAM-Programme fiur Bit-RAM’s berechnen

genau die partiell rekursiven Funktionen! I




I RAM-Sprachakzeptierung

Sei ¥ ={ay,...,a,} ein Alphabet. Das Symbol
a; wird durch die naturliche Zahl : kodiert

(Schreibweise: o) = 7).

o Das Eingabewort w = w; ... w, wird in den
Feldern des Eingabebandes gespeichert.
s w; als die Zahl w§k> im ¢—ten Feld.

o im (r + 1)-ten Feld wird 0 als Endmarkierung
gespeichert.

o EIn RAM-Programm P akzeptiert w, gdw. P
am Ende der Berechnung 1 in das erste Feld I

der Ausgabe geschrieben wurde.




I RAM-Sprachakzeptierung (2)

Die Sprache, welche von Programm P akzeptiert
wird, ist die Menge der Worter, die P akzeptiert.

RAM-Programme fur Bit-RAM’s akzeptieren
genau die rekursiv aufzahlbaren Sprachen.

Problem: Wie kann Komplexitat definiert
werden?

o Bei TM: Einfach durch Zahlen der Schritte
und Zahlen der max. in einer Erfolgsrechnung
genutzten Bandzellen.

» Bel der RAM: Zweil unterschiedliche Mal3e! I




I Komplexitatsmalie

» uniformes Mal3
» logarithmisches Mal}

Uniformes Zeitmal3: Uniformes Platzmal3:
1 Schritt = 1 Zeiteinheit 1 Register = 1 Platzeinheit

Logarithmisches Mal} ist geeigneter, da es die
Grof3e der Zahlen in Registern und Adressen
beruchsichtigt. Dazu definieren wir:

1) = < klogiijl 2i8 I
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I Logarithmisches Komplexitatsmal3

o Kosten hangen von den verwandten
Operanden ab:

Operand a Kosten ¢(a)
= ()
; [(2) + 1(c(7))
i 1(0) + 1(c(@)) + U(c(c(2)))

o Diese Kosten werden fur die Berechnung der
Komplexitat des Akzeptierens bzw. der

—unktionsberechnung auf die einzelnen I
Befehle angewandt.




konkrete Kosten
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| konkrete Kosten (2)

9. JUMP b 1

10. JGTZb [(c(0))
11. JZEROb  I(c(0))
12. HALT 1

» Das logarithmische Platzmall eines Registers
ist die maximale Lange [(z) aller Zahlen i, die
Im Register gespeichert wurden.

» Beim logarithmischen Kostenmall flr den
Platz mul3 noch eine Korrekturgrol3e addiert
werden!




Simulation einer TM durch eine RA

Wir skizzieren, wie TM und RAM sich gegeseitig
simulieren konnen.

Eine T'(n)-zeitbeschrankte Mehrband DTM M
kann durch eine RAM_ simuliert werden, die im
uniformen Mal3 O(T'(n))-zeitbeschrankt ist und
die im logarithmischen MalR O(T'(n) - logT'(n))-
zeltbeschrankt ist.

o pro Bandzelle ein Register
» log-Faktor wg. Speicherung der Kopfposition!
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| Simulation einer RAM durch eine T

Eine im logarithmischen Mal3 7T'(n)-
zeitbeschrankte RAM., kann durch eine

O(T?*(n))-zeitbeschrankte 5-Band DTM M
simuliert werden.

» Register hintereinander auf dem Band

» (uadratischer Faktor wg. Speicherung der
Register auf dem Band! = S(n) - T'(n)

abschéatzen durch T'(n) - T'(n)!




I Komplexitatsklasse P

P ist die Klasse der Sprachen (algorithmischen
Probleme), die man in Polynomialzeit erkennen
(I6sen) kann.

PSpace ist die Klasse der Sprachen (algorithmi-
schen Probleme), die man mit polynomiell viel
Platz erkennen (l6sen) kann.

» Obige Klassen sind unabhangig vom
verwendeten Modell (RAM oder TM).
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| Literatur-Tip

Affenpuzzle ...eine unterhaltsame Ex-
“"5us der Conputerue1t position vieler interessan-
ter Zusammenhange zum
%= Thema Grenzen allen Wis-
Tﬂ 5;}5 sens (Insbesondere aus
0 J-~: der theoretischen Informa-

S Rl tik und der Logik).

David Harel

Das Affenpuzzle
Springer-Verlag, 2001 I




Phrasenstrukturgrammatiken

und kontextsensitive
Grammatiken

|




| Sprachfamilie

Eine Menge L hell3t Sprachfamilie genau dann,
wenn folgendes qilt:

1. Es existiert eine Sprache L € £ mit L # 0,
d.h. folglich gilt auch £ # 0.

2. Fur jede Sprache L € L gibt es ein endliches
Alphabet >y mit L C >7.

Bisher bekannt: Cf N'Reg = Reg, d.h. jede regulare

Sprache ist auch kontextfrei.




| semi-[.hue System (STYS)

Ein semi-Thue System (STS) uber dem
Alphabet Y ist eine (endliche oder unendliche)
Teilmenge S C ¥* x ¥* ist ein Tupel (%, 5).

» Produktionen (u,v) € S werden oft als
u — v geschrieben.

» Die Einschrittige Ableitungsrelation

ﬁ C >* x X, Ist definiert durch:

w, = Wy, WeNnn w; = auf, we = av fur

(S) I
a,feX*undu — v es.




I Ableitungsrelation

# Die reflexive, transitive Hulle von ﬁ wird

mit % bezeichnet, und ist die von S

definierte Ableitungsrelation.
o Weiterehin fur n € IN:

n—+ 1 n
s — > O —
(:5) (:5) (:5)

0
s — :=JId
() > I




I Phrasenstrukturgrammatik

Eine Typ-0 oder Phrasenstruktur-Grammatik
wird durch ein Tupel G := (Vn, Vr, P, S)
spezifiziert. Hierbei gilt:

Vy Ist ein endliches Alphabet von
Nonterminalen,

Vr Ist endliches Alphabet von
Terminalsymbolen mit Viy NV = 0,

S € Vy Ist das Startsymbol.
P CV*VyV* x V*ist endliche Menge von

Produktionen (oder Regeln), also ein I
spezielles STS Uber V.




| Generator: Typ-0-Grammatik

» Eine Produktion (u,v) € P wird auch hier
meist als ©« — v geschrieben.

» Die von GG generierte oder erzeugte Sprache

ist L(G) ={weV}|S (:;)> w}.

o Mit £y wird die Familie aller von Typ-0
Grammatiken erzeugbaren Sprachen
bezeichnet. D.h., Ly :={L | L =
L(G) fur eine Typ-0 Grammatik G'}

B




I Typ-0-Sprachen

Beispiel:
Sel G gegeben durch die Produktionen:

S — abc | aRbc
Rb — bR

bL — Lb

Rc — Lbcc

al — aaR

al, — aa

Dann qgilt L(G) = {a"b"c" | n > 1}. I




| kontextsensitive Grammatik

Ein Spezialfall der Typ-0 Grammatik

G = (Vn,Vr, P,S) ist die Typ-1 oder
kontextsensitive Grammatik. Hierfur ist
u — v € P, wenn entweder

o u=caAB,v=awlfmitAeVy, weV'und
a, 3 € V* oder

o u=35,v=Aund S kommt in keiner
Produktion auf der rechten Seite vor.

Die Familie der kontextsensitiven Sprachen

wird mit Cs oder £, abgeklrzt, und esist £; :=
{L | L =L(G) fur eine Typ-1 Grammatik G . I




I \ergleich der Regeln
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Beispiel: AbcAcAba
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| Ausblick

Theorem Jede von einer Turing-Maschine
akzeptierte Sprache kann auch von einer Typ-0

Grammatik generiert werden und umgekehrt,
kurz: Lo = RE.

o \Was sind monotone Grammatiken?

o Gibt es eine Automatenmodell fur
kontextsensitive Sprachen?

» Einige Entscheidbarkeitsresultate.

B
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