Lineare Logik

#: Intuitionistische Lineare Logik
#: Zusammenhang zur intuitionistischen Logik
#: Termzuweisung und funktionale
Interpretation

Intuitionistische Lineare Logik

#: Sinn und Zweck *:
= Kontrolle uber Ressourcen

. im Rahmen der funktionalen Programmierung:
Informationen bzw. Daten, die als Argumente
verwandt werden stellen Ressourcen dar.

. im Sequenzenkalkiil:
Strukturregeln sind verantwortlich fiir Ressourcen-
management.

erlaubt das
Lz:Ay:AFL:B Kopieren von
Uz Ak tlz/2,2/y] : B | Ressouren

(Contraction)

'~i:B erlaubt das
[,::AF(:B Entfernen von
Ressouren

(Weakening)




Wirkung struktureller Regeln

« (Contraction) erlaubt mehrfaches Auftreten
derselben Variable im ,Beweisterm “ (proof term)

Me:Ay: At B
Iyz:Abt[z/a,2/y]: B

(Contraction)

« (Weakening) erlaubt die Verwendung von Variablen
als Pramisse, die nicht im Beweisterm vorkommen
r+t:B

Iz:AFt: B

X

In Linearer Logik werden diese beiden Regeln nicht verwendet!
Also muf jedes ,,Argument “ genau einmal verwendet werden,
um die gewlinschte Ausgabe zu erzeugen.

(Weakening)

Auswirkungen des Fehlens
struktureller Regeln

#: Zwei verschiedene Arten der Konjunktion:

» Tensorprodukt (multiplikativ):
Beide Komponenten des Paares werden als Eingabe
verwendet. Keine Projektion moglich!

= additive Konjunktion:
Beim Verbrauch dieser Eingabe wird entweder die erste oder
die zweite Komponente verwandt. Der andere Teil der
Eingabe ist fur die ,Berechnung“ nicht sichtbar!

==> Die additive Konjunktion entspricht ,externer
Auswahl “, d.h. der Benutzer bestimmt, welche Daten
verbraucht werden.



Beispiel:
multiplikative Konjunktion

D ® D —0 C ® C
dime + dime ==> copy + copy
—

Auswirkungen des Fehlens
struktureller Regeln (2)

#: ... und auch zwei verschiedene Disjunktionen, aber
uns interessiert zunachst nur eine:
« additive Disjunktion: Ao B

entspricht interner Auswahl, d.h. der ,Produzent“ der
Information kann entscheiden, ob A (aus inl (¢)) oder B aus
inr (t) gewahlt wird.

= multiplikative Implikation: A o B
e ist die einzige Art der Implikation

e stellt Funktionen dar, die ihre Argumente genau einmal
verwenden, d.h. intern der linearen Implikation gehorchen.



Linear Logische Modalitaten

#: Zur Wiedererlangung der Ausdruckstarke der
klassischen bzw. intuitionistischen Logik:
» Einfithrung der Modalitaten ! (of course) und ? (why not)

= »of course” stellt soviele Instanzen eines Wertees zur
Verfiigung, wie gebraucht werden

# intuitionistische Implikation wird ausgedriickt durch:

ASB=!4-B

= strukturelle Regeln werden ,relativiert “ wieder eingefiihrt . ..

Lineare Logik und Petrinetze

e Beispiel eines Petrinetzes: wechselseitiger Ausschlufl
a
37\

(o

a1 () (o) wi w2 (o) ()e2

()
\_/ >
b
e Konstruktion einer LL-Formel fiir obiges Netz:
Die .,
Transition .

. . . und eine passende
wird beim Startmarki
Schalten artmarkierung
nicht
verbraucht.




Lineare Logik und Petrinetze (2)

e Schalten des Netzes:

() (*)wi w2 (o) ()e2

{ONNEOE

e Dargestellt als Ableitung in Linearer Logik:
Wir verwenden die abgeleitete Regel 41— g A - g (Imp)

D.h. fiir obiges Beispiel kann z.B. abgeleitet werden:

I!(A—-oB),A+ T!(A—oB),B

Lineare Logik und Petrinetze (3)

e Schalten des Netzes:

a
>\

&)
1 () (*)wi I_:_l w2 (o) ()e2
()

()
A\
b

e Dargestellt als Ableitung in Linearer Logik:

. weiter kann abgeleitet werden:

I'(Be@W; - C1),BeWi F I'I(BeW; — C1),C)



Linearlogische Codierung von
Petrinetzen (1)

Eine linearlogische Ein einfaches S/T-Netz:
Reprasentation des

t
Verhaltens von

Transition 7

(A® C — B) é/\,
C

.. die Modalitat stellt die
Wiederverwendbarkeit von

2
r dar.

Die aktuelle Markierung;:
AR A®C

Dy
[wy}
@)

Linearlogische Codierung von
Petrinetzen (2)

prim—————, e insgesamt ergibt

sich fur das Netz:

oG ; A2 e C

Gleichbedeutend mit: -‘"...........................E
1% Q1 —oC)

..............................

Gleichbedeutend mit: | § ®'(A —0 J_>
1(AY) ST ;




Einweg-Transitionen (1)

Transitionen, die maximal einmal Schalten konnen und
daraufhin aus der Netzstruktur verschwinden.

Zur Darstellung:
Aus traditionellen
Transitionen ...

... werden Einweg-
Transitionen.

Fir i=1 entspricht ihr die Implikation

oy

t —>0O)

Sy

—0

o)

O

A

B

b

Einweg-Transitionen (2)

Schalten von Einweg-Transitionen:

p

&L -0

q

pRp®(p—oq) @ (p—oq) @(p—oq) @(p—oq)@(p—oq)

oder kurz: P2 & (p —0 Q)S

1. Schalten p® ) © t

2. Schalten O— @1

p

q
q

PR (p—oq)
l_
> ® (p—oq)?

ist ableitbar




Linearlogische Codierung von
erweiterten Petrinetzen (1)

Die kanonische Formel Ugu, fiir ein erweitertes S/7T-Netz
(S, T, E,F,W,m) ist das Tensorprodukt aus folgenden Faktoren:

o Fiir jede traditionelle Transition t mit Vorbereich °t und Nachbereich
te:

| ® PVt o %) PUACUR N
pE°*t qet®
o Fiir jede Einweg-Transition e mit Vorbereich *e und Nachbereich e ®:

® pVV(p,e:) o ® qVV(e,q)’

pE®e qce®

o fiir die aktuelle Markierung:

mip)
@ p

PES
m[p]>1

Linearlogische Codierung von
erweiterten Petrinetzen (2)

Adaquatheit der Reprasentation:

Der Kalkiil ILLpy ist ein Fragment des intuitionistischen linearlogischen
Sequenzenkalkiils mit den Konnektoren ®, —o und !.

Ein Vollstidndigkeits- und Korrektheitstheorem:

Theorem. Eine Markierung m’ ist im erweiterten S/7T-Netz S(m) =
(P, T, D, F,WW,myg) erreichbar genau dann, wenn fiir die kanonische Formel
die Sequenz Ws(yy F Pl in ILLpy' ableitbar ist.

Der Beweis erfolgt direkt, ohne Hilfskonstruktionen, die keine Petrinetztheo-
retische Interpretation erlauben.

FEin analoges Theorem ist auch fur traditionelle

S/T-Netze beweisbar [Brown 1989).




Kombination von Linearer Logik
mit Petrinetzen

Grundgedanken:

e Verwendung linearlogischer Formeln als Marken,

e cine Formel darf sich gem#fl den Regeln des zugrundeliegenden Kalkiils
verdndern, ohne dafl eine Transition schaltet (autonomer Ableitungs-

schritt),

e Kanten erhalten Multimengen von Variablen als Inschrift,

e beim Schalten einer Transition werden Formeln an die Variablen der

Kanteninschriften gebunden,

e Eine Transition kann nur schalten, falls ihr Guard erfiillt ist,

e cin Guard besteht aus linearlogischen Sequenzen, welche die Variablen

der Eingangs- und Ausgangskanten beinhalten.

Transformation fur
intuitionistische Logik

. aufler der Implikation lassen sich auch die anderen Konnektoren
leicht mit Linearer Logik darstellen:

(AZB)° = !4° 0B
(ANB) = A°&B°
(AV By = !A@!B°

Diese Ubersetzung funktioniert nicht nur auf der Ebene von
Theoremen, sondern auch auf der Beweisebene!

Interessanter Aspekt des Curry-Howard-Isomorphismus:

Die Ubersetzung von LJ nach ILL induziert die Existenz eines
Compilers von Programmen, die zu den Beweisen von LJ
gehoren, zu den Programmen der entsprechenden Beweise in ILL.




Sequenzenkalkiil fiir intuitionistische
Lineare Logik ILL

.. zunachst einige Regeln, die unverandert bleiben:

Axiom:
(1) Al A g beliebige Formel

Structural Rule:
[,A,BAFC
(Exchange)  p = v

IHA AAFB
F’MB'&

intuitionist-
ischer Kalkul

Cut Rule:

Sequenzenkalkiil fiir intuitionistische
Lineare Logik ILL (2)

Logical Rules:

e
(©-R) % ©@-1) %
o-B RSy (oD Tismare
@B ‘tiiem €D rieprc TAzRrC

.. nur eine Art der Implikation, da die Antezedenten
und Sukzedenten multiplikativ interpretiert werden.
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Sequenzenkalkiil fiir intuitionistische
Lineare Logik ILL (3)

o bra I'tB , bharc nprc
©-R) a8 Trass @0 “Taspro
TH A I A+ B
1 _ JR— et - —
(!-R) TETA (Dereliction) T A B

... fiir Sequenzen T" von Formeln wird definiert:

= 1A, LA,

. und nun das Wichtigste, die verdnderten Strukturregeln:

T, 14, 1AF B o T+ B
[, IAF B (Weakening) - =

Nur anwendbar, wenn die Formel ,klassischen Charakter “ hat! I

Ein Ausflug zu den natiirlichen Sprachen

(Contraction)

Lambda-Kalkul

Der Lambda-Kalkiil ist eine Kalkiil iiber Funktionen.

Hauptbestandteile:
e Abstraktion zur Definition von Funktionen
o Anwendung (Applikation) zur Berechnung von Funktionswerten
Typisierung:
e Sei M ein Ausdruck, der (mdéglicherweise) die Variable z
enthalt. Dann ist A z.M die Funktion, die z als Parameter hat

und deren Funktionswert durch Auswertung des Ausdruckes M
bestimmt wird.

e Dem formalen Parameter der Funktion wird der Vorbereich
(domain) als Typ zugewiesen: z.B. W
stellt die Identitatsfunktion auf den ganzen Zahlen dar.

e Anwendung: (A zint.z)5 =5
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. . .nochmal zurick zur
Termzuweisung fiir LJ

Terme und Typen: (Formeln als Typen)

Cut Rule: konkretqz.’.I‘ erm vom Typ A“‘"\_/_'griable vom Typ A
."A .............. T T B
rhea o ®ar e erm vom 1yp
AR wft/z): B
. e Variable zin u
Logical Rules: ersetzt durch ¢.
_ THi:A Abu:B Der Typ von u
(=B FAFGw-anrB  |Dleibt
unverandert!
AL ARt C Dy:BFu:C
(A=1L) Iz: AN BFtfst(z)/2z]:C T,z:AA Bl asnd(z)/y]: C
Lae:AFt:B 'kt:A 2:BAFu:C
(=8 i = (=-1) [.f:ASBAFu(ft)/a]: C

Operationale Semantik

Intuitionistische Logik (LJ) verhielt sich vollig neutral
hinsichtlich der Evaluationsstrategie fiir den Lambdakalkiil.

In Linearer Logik ist dies fundamental anders:
Die logische Struktur der Typen gibt vor, welche Art der
Evaluation verwendet werden muf.
(e 2B multiplikative Konjunktion: Terme vom Typ A ® B
werden beim Verbrauch zu einem Paar evaluiert. Es werden beide
Komponenten verbraucht => eager evaluation.
e Lolli: Ein Term vom Typ A —o B evaluiert zu einer Ab-
< straktion, Linearitatsbed. => call-by-value => eager evaluation.
e additive Konjunktion: Ein Term vom Typ A @ B wird evaluiert
zu inl(t) oder inr(#) und ¢ wird dann verwendet, um den
rechten oder linken Zweig der case-Anweisung zu evaluieren.

Eager Evaluation

12



Operationale Semantik (2)

= Anders verhalten sich:

[

Lazy Evaluation
A

e additive Konjunktion:

Terme vom Typ A& B werden auch zu einem Paar
evaluiert, bei dem jedoch genau eine Komponente verwandt
wird.

Es ist nicht vorhersehbar, welche der Komponenten dies
sein wird !!!

Wird also vorschnell evaluiert, so macht man im
allgemeinen unnotige Berechnungsschritte => lazy
evaluation ist angebrachter.

»of course“:

Ein Term vom Typ !'A kann ganz verschwinden.
(Weakening)

Vorschnelle Evaluation fuhrt wieder zu vermeidbarem
Rechenaufwand => lazy evaluation.

Termzuweisung fiir ILL

# Zu beachten: Die Syntax der Terme ist nicht
kontextfrei!
Linearitatsbedingung an die Instanzen von
Variablen: Jede Eingabe muf} genau einmal
verbraucht werden.

» Zur Formalisierung verwenden wir syntaktische
Kategorien von Mustern.
X, Y, Z seien endliche Mengen von Variablen.

*

pJ—

€ 7)0 <$,_>, <_7 1‘), r € P{r} Y, l‘@y Evp{x,y}
« 00 e

g -
. .
- .

- .

- .

. .
. < .t

.

13



Termzuweisung fiir ILL (2)

. lineare Terme mit freien Variablen gemafl der Indexmange:

v € Tizy

* €Ty,

teTx,u €Ty, XNY =0 = t@u,tu € Txyy

tu €Ty = (tu) € Tx

t € Tx = inl(t),inr(t), 't € Tx

t€Txupy,t € X = vt e Ty

teTx, pEPyu€Tyuy, XNZ=YNZ=0

— lettbepinu € Txyy

t€Tx,u € Tzupey,v € Tpoppn X NZ={2,y}NZ =02

= casetof inl(z) = u|inr(y) = v € Txyz

Termzuweisung fiir ILL (3)

. nun weisen wir den Sequenzen lineare Terme zu:

2 AL eyt ALl A
- » A

“.

LL-Formeln ither den Konnektoren 1, ®, —, &, @, !

7; sind paarweise unterschiedliche Variablen und ‘T x, X = {1, . 2}

Folgende Regeln ergeben sich fiir den Termkalkiil:

Axiom:

M) area
Structural Rule:
Lia:Ay:BARL:C
(Exchange) Ty:B,z:AAFt:C

14



Termzuweisung fiir ILL (4)

Cut Rule:

Ft:A 2:AAFu:B
AR wft/z]: B

Logical Rules:

Pt A
(1-R) Faxc:l (t-1) [z:1F1letzbe x int: A
. ''Ft:A AFwu:B ) Le:Ay:BFt:C
(©- &) LAFt@u:A® B (©@=1) Iz:A®BFletzbez®@yint:
Ie:AFt: B F'Ft:A z2:BAFu:C
(=8 trmiaos (7D

I f:A— B, AFu(ft)/z]:C

Termzuweisung fiir ILL (5)

I'tt:A THu:B

(&—R) ' (t,u): A& B

Le: ARt C Ly:BEFt:C

(&-1) INz:A&BFletzbe(z, )int:C T,z:A&BF1letzbe(_,y)int:C

r=t:A '-u:B
'Finl(t): A@B Ttinr(u): A®GB

(®-R)

Le:AFu:C Tyy:BFov:(C

(®-1) I[z:A® Bt casezof inl(z) = u|inr(y) = v:C

TrHt: A

| » R
C=8) e
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Termzuweisung fiir ILL (6)

. und zum Schlufl noch die neuen ,Strukturregeln “:

Ne:AFt: B
(Dereliction) T,z:!1AFletzbe !z int: B
La:lAy:!AF¢: B
(Contraction) 2nY

I'z:1AF let zbe 2@y int: B

FFt:B
Iz:!AFletzbe_int: B

(Weakening)

Jetzt soll hierfiir eine
operationale Semantik
angegeben werden.

Operationale Semantik (3)

Klassifikation der Konnektoren:

e ®,—0,® Eager Evaluation

o & ! Lazy Evaluation

. insbesondere ist fiir die Interpretation der intuitionistischen Datentypen

Ax B
A= B

A& B
1A —o B

Der intuitionistische Funktionstyp ist also
operational call-by-name (lazy), da das Argument

durch die lazy-Evaluation von !4 ,eingefroren“ wird.
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Operationale Semantik (4)

kanonische Formen:
(t,u)y 1t
¢, d sind
kanonische x c¢®d Azt inl(e) inr(d)
Formen
Evaluationsrelation:
L = wule
)% let t be * in wllc
tle uld tle@d wule/x,d/y]le
t@ullc®d lettbexz®y in ulle
U ev  ulle v[c/x])id
PYRA|D YN tulld

Operationale Semantik (5)

Evaluationsrelation (Forts.):

th{v,w)y vle ule/z]ld v, w) wle ulc/ylld

(t, u)d(t, u) let t be (z,_) inulld

tle

let ¢ be (_,y) inulld

wlld

inl(¢){inl(c) inr(u){linr(d)

tlinl(c) wulc/z]ld

thinr(c) vfe/y)ld

caset of inl(z) = u|inr(y) = vld caset of inl(z) = u|inr(y) = v{d

thtv wvle wule/z]d

AR let ¢t be !z in ulld
thl ulle o w[lw/a, Ww/ylle
lettbe _in ullc let t be zQy in ullc
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