


Wirkung struktureller Regeln

« (Contraction) erlaubt mehrfaches Auftreten derselben
Variableim ,,Beweisterm” (proof term)

Dz Ay:A-t: B
Iyz:Abt[z/x,2/y] - B

(Contraction)

« (Weakening) erlaubt die Verwendung von Variablen as
Pramisse, die nicht im Beweisterm vorkommen
'kt B

L,z:AFt: B

K

In Linearer Logik werden diese beiden Regeln nicht verwendet!
Also muB3 jedes ,, Argument” genau einmal verwendet werden, um
die gewiinschte Ausgabe zu erzeugen.

(Weakening)

Auswirkungen des Fehlens
struktureller Regeln

#: Zwei verschiedene Arten der Konjunktion:
« Tensorprodukt (multiplikativ):
Beide Komponenten des Paares werden al's Eingabe
verwendet. Keine Projektion mdglich!

= additive Konjunktion:

Beim Verbrauch dieser Eingabe wird entweder die erste
oder die zweite Komponente verwandt. Der andere Tell
der Eingabe ist fur die,,Berechnung” nicht sichtbar!

==> Die additive Konjunktion entspricht , externer
Auswahl“, d.h. der Benutzer bestimmt, welche Daten
verbraucht werden.



Beispidl:
multiplikative Konjunktion
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dime + dime ==> copy + copy

Auswirkungen des Fehlens
struktureller Regeln (2)

i#: ... und auch zwei verschiedene Digunktionen,
aber unsinteressiert zunéachst nur eine:

« additive Disjunktion:
entspricht interner Auswahl, d.h. der ,, Produzent” der
Information kann entscheiden, ob A (ausi nl (t) ) oder
B ausi nr (t) gewahlt wird.

« multiplikative Implikation: A—oB
* ist dieeinzige Art der Implikation

* stellt Funktionen dar, die ihre Argumente genau einmal
verwenden, d.h. intern der linearen Implikation gehorchen.



Linear Logische Modalitéaten

i#: Zur Wiedererlangung der Ausdruckstarke der
klassischen bzw. intuitionistischen Logik:
= Einfuhrung der Modalitéten ! (of course) und ? (why
not)
= ,Of course” stellt soviele Instanzen eines Wertees zur
Verflgung, wie gebraucht werden

« Intuitionistische Implikation wird ausgedriickt durch:

A® B=!4—-B

« Strukturelle Regeln werden ,relativiert” wieder
eingefhrt ...

Lineare Logik und Petrinetze

* Beigpiel eines Petrinetzes: wechselseitiger Ausschlufd
a

>e ¢

- ﬂ . ) ﬂ )

b

« Konstruktion einer LL-Formel fur obiges Netz:

Die Transition
wird beim
Schalten nicht
verbraucht.

| —>

... und eine passende
Startmarkierung



Lineare Logik und Petrinetze (2)

» Schalten des Netzes:

cl . Wl w2 ° 02

L]
b

 Dargestellt als Ableitung in Linearer Logik:
Wir verwenden die abgel eitete Regel 1T o5 A F g dwp)

D.h. fur obiges Beispiel kann z.B. abgel eitet werden:
/(A —-oB),A + T,/(A—oB),B

Lineare Logik und Petrinetze (3)

» Schalten des Netzes:

a
Y
cl wl (I;;l w2 ° . c2
L[]
b

« Dargestellt als Ableitung in Linearer Logik:

... weiter kann abgeleitet werden:

F/7!(B®W1 — Cl))-B ®W1 + F/,'<B®W1 —0 01)701



Linearlogische Codierung von

Petrinetzen (1)
E| ne ||near|og| g:he E| n e| nfaCheS ST'NetZ:
Représentation des
Verhaltens von ! i o
Transitionr:
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... die Modalitat stellt die ¥
Wiederverwendbarkeit *
vonr dar. .
Die aktuelle Markierung:
| | i

Linearlogische Codierung von

Petrinetzen (2)
e, . insgesamt ergi bt
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Einweg-Transitionen (1)

Transitionen, die maximal einmal Schalten kénnen und
daraufhin aus der Netzstruktur verschwinden.

Zur Darstellung:

= I
- — I e o
Aus traditionellen 4 T "
Transitionen ... bty | —
- =1
... werden Einweg- _ |_1'_
Transitionen. — St |l | —= =

Einweg-Transitionen (2)

Schalten von Einweg-Transitionen: .";‘r—*f-_l—-f 1

i

AR = i |f|.—|u_| |“| ul*
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oder kurz: i =
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ist ableitbar




Linearlogische Codierung von
erweiterten Petrinetzen (1)
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Linearlogische Codierung von
erweiterten Petrinetzen (2)

Adaguatheit der Représentation:
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Ein analoges Theorem ist auch fur traditionelle
S/T-Netze beweisbar [Brown 1989].



Kombination von Linearer Logik mit
Petrinetzen

Grundgedanken:

i - || -k | | Rl TS LhiLE
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Transformation fir
intuitionistische Logik

... aul3er der Implikation lassen sich auch die anderen K onnektoren leicht
mit Linearer Logik darstellen:

(A@B)° = !4°— B
(AABY = A°&B°
(AV B)® = 1A°G!B°

Diese Ubersetzung funktioniert nicht nur auf der Ebene von Theoremen,
sondern auch auf der Bewel sebene!

Interessanter Aspekt des Curry-Howard-1somorphismus:

Die Ubersetzung von LJ nach I LL induziert die Existenz eines
Compilers von Programmen, die zu den Beweisen von LJ gehdren,
zu den Programmen der entsprechenden Beweisein ILL.




Sequenzenkalkdl fir intuitionistische
Lineare Logik ILL

... Zun&chst einige Regeln, die unverandert bleiben:

Axiom:
(Id) — -
Al A e beliebige Formel

Structural Rule:

(Exchange) == 1@

A AAFB
F"“B'&

intuitionistischer
Kalkl

Cut Rule:

Sequenzenkalkdl fr intuitionistische
Lineare Logik ILL (2)

Logical Rules:

1-B 5 -1 ey
=B s oD nisparc
@B “rigg ©-D tieprc TieRrC

... nur eine Art der Implikation, da die Antezedenten und
Sukzedenten multiplikativ interpretiert werden.
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Sequenzenkalkdl fir intuitionistische
Lineare Logik ILL (3)

r+A r=n rAFC I,BEC
@-B) 728 trass @D “Taspro
' A AEB
1 _ i — icti s
(!'-R) 1A (Dereliction) T IAF B

... fur Sequenzen Gvon Formeln wird definiert:
T = 14,,..., 14,

... und nun das Wichtigste, die veranderten Strukturregeln:

[, !4, 1AF B I'FB

(Contraction) =g (Weakening) - g

Nur anwendbar, wenn die Formel , klassischen Charakter” hat! I

Lambda-K akul

« Der Lambda-Kalkul ist eine Kalkul Gber Funktionen.
= Hauptbestandteile:
* Abstraktion zur Definition von Funktionen
» Anwendung (Applikation) zur Berechnung von
Funktionswerten
= Typisierung:
* Sei M ein Ausdruck, der (mdglicherweise) die Variable x
enthélt. Dannist A x.M die Funktion, diex als Parameter hat

und deren Funktionswert durch Auswertung des Ausdruckes M
bestimmt wird.

» Dem formalen Parameter der Funktion wird der Vorbereich
(domain) als Typ zugewiesen:  z.B.[ A Xiint.x
stellt die Identitétsfunktion auf den ganzen Zahlen dar.

« Anwendung: |(AX:intx)5=5
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...nochmal zurick Termzuweisung fur LJ

Terme und Typen: (Formeln as Typen)

Cut Rule: "7 7%, 7 T T e
1 U
A &AL e TEMVONTYPE
AR uft/2]: B
D Variablexinu
Logical Rules: ersetzt durch t.
W DA Aru:B gebeyp"Of}_Ud |
(A= £) AR (t,u): AAB S eI
Lia:AFL: y:BFu:
(/\ _ L) y L C Y u:C

[z:AABFifst(z)/z]:C T,z:AA BFu[snd(z)/y]: C

) Mx:AFt: B I'kt:A z:B,AFu:C
@8 trxraps @Y FraA@BAra(yEC

Termzuweisung fur ILL

= ZU beachten: Die Syntax der Terme ist nicht
kontextfrei!
Linearitétsbedingung an die Instanzen von Variablen:
Jede Eingabe muf3 genau einmal verbraucht werden.
= Zur Formalisierung verwenden wir syntaktische

Hilfskategorien von Mustern.
X, Y, Z seien endliche Mengen von Variablen.

x,_ € Py (x, ), (), 2 € Py r®y, zQy E'P{xyy}

Tou
.
0
kN

g
et
S et
.
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Termzuweisung fur ILL (2)

... lineare Terme mit freien Variablen gemé&R der Indexmange:

o v€Ty
o xCc T,
o tcTyueTy,XNY =0 — tQu,tu € Tx,y
o tLueTy = (tu) € Tx
o t€Tx = inl(t),inr(t), 1t € Tx
o tcTyypy, v € X = AvteTy
o teTx,pEPyu€eTy,; , XNZ=YNZ=0
— lettbepinu € Txyy
o teTx,ucTyupy,v €Ty, XNZ={z,y}NZ=0

— casetof inl(z) = u|inr(y) = v € Txuz

Termzuweisung fur ILL (3)

... nun weisen wir den Sequenzen lineare Terme zu:

XA, ApEE A
V., » A

“LL-FormeIn {ber den Konnektoren 1, ®, —o, &, @, !}

X; sind paarweise unterschiedliche Variablen und k €Tx, X = {21, 2}

Folgende Regeln ergeben sich fir den Termkalkdl:

Axiom:
) T araa
Structural Rule:
F71‘:A7y:B7Al_t:C
(Exchange) T,y:B,a:AAFL:C
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Termzuweisung fur ILL (4)

Cut Rule:

F'Ft:A 2:AAFu:B
VAR wft/z]: B

Logical Rules:

FFt: A
Iz:1Fletzbe % int: A

(1-R) (1-1I)

'Ft:A AFu:B I Lae:Ay:BFt:C
DAFtRu:AQ B (®_ ) z: A BFletzbeaz®yint :

(®-R)

[x:AFt: B
F'FXxt:A—oB

'Ft:A 2:B/AFu:C

(- &) T [ A<BAFa(f)a]:C

(o—1)

Termzuweisung fur ILL (5)

'tt:A THu:B

(& - B) 'k (t,u): A& B

Lz AFt: C Ly:BFt:C

(&-1) Iz:A&BFletzbe(z, )int:C T,z:A&BFletzbe( ,y)int:C

It A 'tu:B
'Finl(t): A@B TI'Finr(u): A®B

(@-R)

Lae:AFu:C Dyy:BFov:C

(®-1) I'Nz: A® Bt case z of inl(2) = u|inr(y) = v:C

TrHt: A

C=B) rea
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Termzuweisung fur ILL (6)

... und zum SchluR3 noch die neuen ,, Strukturregeln“:

Derelicti I'z:AFt: B
(Dereliction) [z:'AF let zbe !z int: B
. Ia: Ay 1At B
(Contraction) [z :!AF let 2 be 2@y int: B
. I'+t:B
(Weakening) I'z:!AFletzbe_int: B

Jetzt soll hierfir eine
operationale Semantik
angegeben werden.

Operationale Semantik

= Intuitionistische Logik (LJ) verhielt sich vollig neutral
hinsichtlich der Evaluationsstrategie fir den
Lambdakalkl.

= InLinearer Logik ist dies fundamental anders:
Die logische Struktur der Typen gibt vor, welche Art der
Evaluation verwendet werden mul3.

( z.B. multiplikative Konjunktion: Termevom Typ A ® B
werden beim Verbrauch zu einem Paar evaluiert. Es werden
beide Komonenten verbraucht => eager evaluation.

* Lolli: EinTermvom Typ A —o B evaluiert zu einer Ab-
< straktion, Linearitétsbed. => call-by-value => eager evaluation.

* additive Konjunktion: Ein Termvom Typ A & B wird evaluiert
zuinl (t) oder i nr(t) undtwird dann verwendet, um den

\ rechten oder linken Zweig der case-Anweisung zu evaluieren.

Eager Evaluation

15



Operationale Semantik (2)

= Anders verhalten sich:
« additive Konjunktion:
( Termevom Typ A& B werden auch zu einem Paar evaluiert,
bei dem jedoch genau eine Komonente verwandt wird.
Esist nicht vorhersehbar, welche der Komponenten dies sein

c wird !

'% Wird also vorschnell evaluiert, so macht man im allgemeinen
§ < unnétige Berechnungsschritte => lazy evaluation ist

LI>J‘ angebrachter.

o - ,of course":

Ein Term vom Typ ! A kann ganz verschwinden. (Weakening)
Vorschelle Evaluation fuhrt wieder zu vermeidbarem
\ Rechenaufwand => lazy evaluation.

Operationale Semantik (3)

Klassifikation der Konnektoren:

e ®,—o,% Eager Evaluation

o & ! Lazy Evaluation

... insbesondereist fur die Interpretation der intuitionistischen Datentypen

AxB = A&B
A=B = !A—oB

Der intuitionistische Funktionstyp ist also operational
call-by-name (lazy), da das Argument durch die lazy-

Evaluation von ! A , eingefroren” wird.
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Operationale Semantik (4)

kanonische Formen:
(t,u
c,dsind

kanonische Formen x cod At

)

inl(c) inr(d)

Evaluationsrelation:

T

e uld

tlx  ulle

lett be * in ulle

tle@d wufc/z,d/ylle

t@ulle®d

lettbexz @y in ulle

trz.v ule v[c/2z]id

Azt Azt

tulld

Operationale Semantik (5)

Evaluationsrelation (Forts.):

(v, w) vle ule/zid (v, wy wle ule/yld

(t, w)l(t, u) let tbe (z,_) in uld

tlle

let tbe (_,y) in ulld

ulld

inl(t){}inl(c) inr(u){linr(d)

tlinl(c) ufe/ax]d

tlinr(c) o[e/ylld

caset of inl(z) = u|inr(y) = v{d caset of inl(z) = u|inr(y) = v{d

4o vle ufe/z]ld

AR lett be !z in ulld
thlv ule thlo w[lv/a, v/ylle
lettbe _ in ullc let t be xQy in ullc
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