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Motivation

Kellerautomaten
Formales

Grenzen reguldrer Sprachen?

Wir haben mittlerweile einiges kennengelernt, um regulare
Sprachen zu erzeugen:

e direkte Konstruktion von (verschiedenen) Automaten
@ direkte Konstruktion von rationalen Ausdriicken

@ Benutzung von Abschlusseigenschaften
Als Anwendungsfille hatten wir

e Worterkennung in Texten

@ speziell im Compilerbau
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Wir wiederholen ...

@ Mengen, Mengenoperationen etc. als Grundlage
@ Alphabet, Worter, Konkatenation, ...

@ Darauf aufbauen: Sprachen

Damit dann:

e der deterministische, endliche Automat (DFA)
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Wiederholung

Wir wiederholen ...

@ Mengen, Mengenoperationen etc. als Grundlage
o Alphabet, Worter, Konkatenation, ...

@ Darauf aufbauen: Sprachen
Damit dann:

e der deterministische, endliche Automat (DFA)
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Der deterministische, endliche Automat

Definition (DFA)
Ein deterministischer, endlicher Automat (DFA) ist ein 5-Tupel

A= (Za za 67 20, Zend)

mit:

Der endlichen Menge von Zustinden Z.

Dem endlichen Alphabet > von Eingabesymbolen.
Der Uberfiihrungsfunktion § : Z x ¥ — Z.

Dem Startzustand zy € Z.

Der Menge der Endzustinde Ze,q C Z.
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Erhalt ein DFA ein Eingabewort w € ¥*, so

@ beginnt er im Startzustand z.

@ Beginnt w mit dem Symbol x € ¥, so

@ wird der Nachfolgezustand nun durch 6(zp, x) bestimmt.

@ Dies wird dann in dem nun aktuellen Zustand und mit dem
Restwort fortgefiihrt.

@ Das Wort w wird akzeptiert, wenn

e w bis zum Ende gelesen werden kann und
e der Automat dann in einem Endzustand ist.
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@ beginnt er im Startzustand z.

@ Beginnt w mit dem Symbol x € ¥, so

e wird der Nachfolgezustand nun durch §(zp, x) bestimmt.
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Arbeitsweise des DFA (informal)

Kellerautomaten

Erhalt ein DFA ein Eingabewort w € ¥*, so

@ beginnt er im Startzustand z.
@ Beginnt w mit dem Symbol x € ¥, so
e wird der Nachfolgezustand nun durch 6(zp, x) bestimmt.

@ Dies wird dann in dem nun aktuellen Zustand und mit dem
Restwort fortgefiihrt.
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Arbeitsweise des DFA (informal)

Kellerautomaten

Erhalt ein DFA ein Eingabewort w € ¥*, so

@ beginnt er im Startzustand z.

@ Beginnt w mit dem Symbol x € ¥, so

e wird der Nachfolgezustand nun durch 6(zp, x) bestimmt.

@ Dies wird dann in dem nun aktuellen Zustand und mit dem
Restwort fortgefiihrt.

Das Wort w wird akzeptiert, wenn

e w bis zum Ende gelesen werden kann und
e der Automat dann in einem Endzustand ist.
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(20, abba)
oder
6(z0, abba)




(20, abba) & (z1, bba)
oder
6(z0, abba) = b(z1, bba)
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Ein Beispiel (DFA)

lalb[blalll [ | Jeeee

Gz
@

b

(20, abba) & (z1, bba) & (z1, ba) b (z1,a) F (22, A)
oder
5(z0, abba) = §(z1, bba) = §(z1, ba) = §(z1,a) = z
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Akzeptierte Sprache (DFA)

Definition (Akzeptierte Sprache)
Die von einem DFA A akzeptierte Sprache ist die Menge
LA = {weX|z,w)€E Zeng}
= {weXl|(z0,w)F" (ze,A),Ze € Zepd}

Diese Menge wird auch als regulare Menge bezeichnet. Die
Familie aller reguldren Mengen wird mit REG bezeichnet.

Wichtige Anmerkung

A akzeptiert ein Wort w genau dann, wenn w bis zum Ende gelesen
werden kann und er dann in einem Endzustand ist.

V.
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Der nichtdeterministische, endliche Automat

Definition (NFA)
Ein nichtdeterministischer, endlicher Automat (NFA) ist ein
5-Tupel
A= (Z, 2757 Zstart, Zend)

mit:

@ Der endlichen Menge von Zustinden Z.

@ Dem endlichen Alphabet ¥ von Eingabesymbolen.

o Der Uberfiihrungsfunktion § : Z x ¥ — 2.

@ Der Menge der Startzustinde Zsporr C Z.

@ Der Menge der Endzustinde Zgn,g C Z.

Frank Heitmann heitmann@informatik.uni-hamburg.de

10/64



Der NFA arbeitet in einer Rechnung so wie ein DFA, kann aber in
jedem Schritt nichtdeterministisch in mehrere Zustiande wechseln.
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Akzeptierte Sprache (NFA)

Definition (Akzeptierte Sprache)
Die von einem NFA A akzeptierte Sprache ist die Menge

L(A) = {weX"|(Ztart, W) € Zeng}
= {W ex” ‘ (207 W) H* (267)\)720 € Zstart, Ze € Zend}

Wichtige Anmerkung

Der NFA akzeptiert, sobald es auf einem Wort mindestens eine
akzeptierende Rechnung gibt.

o
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Man kann einem NFA zusatzlich noch A-Kanten (oder e-Kanten)
erlauben:

@ nichts vom Eingabeband lesen

@ es findet nur ein Zustandswechsel statt
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Regulare Ausdriicke

Definition (Regulare Ausdriicke)
Sei ¥ ein Alphabet. Die reguldaren Ausdriicke tiber X sind induktiv
definiert durch:

@ 0 ist ein reguldrer Ausdruck, der die Menge My = ) beschreibt.

@ Fiir jedes a € ¥ ist a ein reguladrer Ausdruck, der die Menge
M, = {a} beschreibt.

© Sind X und Y regulidre Ausdriicke, die die Mengen Mx und My
beschreiben, dann beschreibt

o (X + Y) die Menge Mx U My
e (X -Y) die Menge Mx - My

e X* die Menge My und

o X' die Menge M.

© Nur die so erzeugten Ausdriicke sind reguldare Ausdriicke.
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Eine Technik

Wichtiges Vorgehen

Ermittelt man fiir einen DFA A seine akzeptierte Sprache M
bzw. konstruiert man zu einer Sprache M einen DFA A, so ist
L(A) = M zunichst eine Behauptung, die zu zeigen ist!

|

Wichtiges Vorgehen

Hierzu sind dann zwei Richtungen zu zeigen:
e L(A)C M.
o M CL(A).

Wichtiges Vorgehen

Dies gilt ganz entsprechend fiir NFAs und reguldre Ausdriicke.
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Regulédre Sprachen

Zusammenfassung

Zu jeder reguldren Sprache L gibt es
@ einen DFA A mit L(A) =L
@ einen NFA B mit L(B) =L
@ einen NFA mit A-Kanten C mit L(C) =L
@ einen reguldren Ausdruck D, der L beschreibt (Mp = L).

DFAs, NFAs, NFAs mit A-Kanten und reguldre Ausdriicke sind also
dquivalent und beschreiben die Familie der reguldren Sprachen.
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Der Potenzautomat

Satz

Zu jeder von einem NFA A akzeptierte Menge L kann ein DFA B
konstruiert werden mit L(B) = L.

Die Konstruktion
Sei A= (Z,%,9, Zstart, Zena) der NFA. Wir definieren
B=(2,%,0 2,2 ) mit

Q 7 :=2¢

QY =%

© (M, x) := U,emd(z, x) oder alternativ

(M, x) :=Uzem{z’ € Z | (z,x,2') € K}
Q 20 := Zstart
o Zénd = {MGZZ | Mmzend#@}
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Abschlusseigenschaften

Definition

Sei fi eine einstellige Operation auf Mengen und £ eine
zweistellige Operationen. D.h. wenn M, My zwei Mengen sind,
dann sind auch fi(M) und f( M1, My) Mengen.

@ Eine Sprachfamilie C ist abgeschlossen gegeniiber der
Operation fi bzw. f,, wenn fiir jedes R € C auch fi(R) € C
gilt bzw. wenn fiir Ry, R» € C auch f(Ry, R2) € C gilt. )

Beispiel
Oft schreibt man die Operatoren in Infix-Notation (d.h. den Operator
zwischen die Argumente). Beispiele in einem anderen Kontext sind
z.B. die Addition bei den natiirlichen Zahlen. )
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Abschlusseigenschaften - Zusammenfassung

Satz

Die reguldren Sprachen sind abgeschlossen gegeniiber
@ Vereinigung U, Konkatenation -, “hoch +", “hoch x"
@ Komplementbildung, Durchschnitt N
Q ..

Beweis.
© Mit regularen Ausdriicken
@ Mit (vollstandigen) DFAs
o ..
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Zusammenfassung - Begriffe

DFA, NFA, (NFA mit A-Kanten)

Zustinde, Startzustand, Endzustinde
Uberfiihrungsfunktion

erweitere Uberfiihrungsfunktion
vollstdndig, initial zusammenhangend
Konfiguration, Konfigurationsiibergang
Rechnung, Erfolgsrechnung
akzeptierte Sprache

reguldare Ausdriicke
Potenzautomatenkonstruktion
Konstruktionstechniken und L(A) = M

Abschlusseigenschaften von Reg
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Sei L C X* eine Sprache. Ist dann X* \ L auch eine Sprache? Falls
ja, ist sie eine reguldre Sprache?

@ Nein und Nein

© Ja und Nein

© Ja und Manchmal
Q Jaund Ja




a

8

Welche Sprache akzeptiert obiger DFA?

b
a

Q b*aa

@ b*aa(ba)*
@ b*(a+ b)*
Q bTaa(ba)™



o

b)?
20,21}, a
6({z1, 22}, b) und §({

Wias ist

{z9,z1} und {zl,}zz}
o {z1,z2} und {z1
e } und {22} }
o EZI 2} und {z1, 2z
Q {z,



Sie A ein NFA mit 6 Zustinden. Wie viele Zustande hat ein durch
die Potenzautomatenkonstruktion gewonnener DFA maximal?

Q6
Q 12
9 36
Q 64




Sei A ein NFA mit 5 Zustanden. Wie viele Zustiande hat ein
dquivalenter DFA mindestens?

o1
Q5
Q@ 25
Q 32




Welcher reguldre Ausdruck beschreibt die Menge {a}*?

Q@ (a+b)"-b-(a+b)*
Q b*

Q (a+b)"\a*

Q (a+b)"-b*-(a+ b)*




Richtige Antworten sind:
Q3
Q°>2
Q14
Q4
o1
01




Und obwohl nun viele Sprachen reguldr sind, gibt es (gerade auch
in obigem Kontext) welche, bei denen es uns schwerfillt einen
Automaten zu konstruieren.
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Grenzen reguldrer Sprachen?

Und obwohl nun viele Sprachen reguldr sind, gibt es (gerade auch
in obigem Kontext) welche, bei denen es uns schwerfillt einen
Automaten zu konstruieren.
Beispiel

Die Sprache aller korrekt geklammerten Ausdriicke ?

Z.B. wollen wir ()(()) akzeptieren, (() nicht. )
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Eine einfachere Sprache, die aber einen wichtigen Aspekt erfasst:

{a"b" | n € N}

Ist diese regular ?

Wir scheitern zunachst auch hier ...
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Grenzen reguldrer Sprachen?

Mit unseren bisherigen Techniken scheitern wir hier...
... geht das iiberhaupt?!

Eine einfachere Sprache, die aber einen wichtigen Aspekt erfasst:

{a"b" | n € N}

Ist diese regular ?
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Grenzen reguldrer Sprachen?

Mit unseren bisherigen Techniken scheitern wir hier...
... geht das iiberhaupt?!

Eine einfachere Sprache, die aber einen wichtigen Aspekt erfasst:

{a"b" | n € N}

Ist diese regular ?

Wir scheitern zunachst auch hier ...
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Wir erweitern den DFA um einen Keller, um uns Dinge zu merken.

Den so entstehenden Automaten nennen wir Kellerautomat.
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Der Kellerautomat

lalalb[b] | [ | |eeee
A

S
@
\
()
[\
=l [ [ | | |eoee
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Der Kellerautomat - Formal

Definition (Kellerautomat (PDA = Push Down Automata))

Ein nichtdeterministischer Kellerautomat (kurz PDA) ist ein
7-Tupel A= (Z,%,T,0, Zstart, Zend, L) mit

’

Dieses Automatenmodell ist nichtdeterministisch I
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Der Kellerautomat - Formal

Definition (Kellerautomat (PDA = Push Down Automata))

Ein nichtdeterministischer Kellerautomat (kurz PDA) ist ein
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Der Kellerautomat - Formal

Definition (Kellerautomat (PDA = Push Down Automata))

Ein nichtdeterministischer Kellerautomat (kurz PDA) ist ein
7-Tupel A= (Z,%,T,0, Zstart, Zend, L) mit

@ Der endlichen Menge von Zustinden Z.

@ Dem endlichen Alphabet ¥ von Eingabesymbolen.

Dem endlichen Alphabet ' von Kellersymbolen.

Der Uberfiihrungsfunktion 6 : Z x (X U {\}) x I — 22x"
Der Menge von Startzustidnden Zsiae C Z.

Der Menge der Endzustinde Ze,q C Z.
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Der Kellerautomat - Formal

Definition (Kellerautomat (PDA = Push Down Automata))

Ein nichtdeterministischer Kellerautomat (kurz PDA) ist ein
7-Tupel A= (Z,%,T,0, Zstart, Zend, L) mit

Der endlichen Menge von Zustanden Z.
Dem endlichen Alphabet ¥ von Eingabesymbolen.
Dem endlichen Alphabet ' von Kellersymbolen.

Der Uberfiihrungsfunktion 6 : Z x (X U {\}) x I — 22x"

Der Menge von Startzustidnden Zsiae C Z.
Der Menge der Endzustinde Ze,q C Z.
Dem Kellerbodensymbol | € T.

’

Dieses Automatenmodell ist nichtdeterministisch \
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Wie beim NFA kann statt der Uberfiihrungsfunktion

§:Zx (ZU{A}) x T —22x
auch mit einer Relation

KCZx(XU{A})xIxIMxZ

gearbeitet werden.
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Konfiguration und Rechnung

Definition (Konfiguration und Rechnung)

Eine Konfiguration eines PDA A ist ein Element
(z,w,v) € Zx X" xT",

mit der Bedeutung,
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Konfiguration und Rechnung

Definition (Konfiguration und Rechnung)

Eine Konfiguration eines PDA A ist ein Element
(z,w,v) € Zx X" xT",

mit der Bedeutung,
@ dass A im Zustand z ist,
@ das w noch auf dem Eingabeband zu lesen ist und

@ der aktuelle Kellerinhalt v ist.
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Konfiguration und Rechnung

Definition (Konfiguration und Rechnung)

Eine Konfiguration eines PDA A ist ein Element
(z,w,v) € Zx X" xT",

mit der Bedeutung,
@ dass A im Zustand z ist,
@ das w noch auf dem Eingabeband zu lesen ist und
@ der aktuelle Kellerinhalt v ist.

Die Uberfiihrungsrelation - C (Z x * x ) x (Z x ©* x [*) ist
definiert durch

(z,xu,yw) = (2, u,y'w) gdw. (2,y") € 3(z, x, y).
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Konfiguration und Rechnung

Definition (Konfiguration und Rechnung)

Eine Konfiguration eines PDA A ist ein Element
(z,w,v) € Zx X" xT",

mit der Bedeutung,
@ dass A im Zustand z ist,
@ das w noch auf dem Eingabeband zu lesen ist und
@ der aktuelle Kellerinhalt v ist.

Die Uberfiihrungsrelation - C (Z x * x ) x (Z x ©* x [*) ist
definiert durch

(z,xu,yw) = (2, u,y'w) gdw. (2,y") € 3(z, x, y).

Eine Rechnung ist wieder eine Folge solcher Uberginge.
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Die von einem PDA mit leerem Keller akzeptierte Sprache ist die
Menge

Ly(A) ={w e X" | (20, w, L) F* (z,\,\)}

und die von einem PDA mit Endzustand akzeptierte Sprache ist die
Menge

Lo(A) == {w € T* | (20, W, L) F* (26, A, v), Ze € Zeng, v € T*}.

Anmerkung

Anmerkungen auf der nachsten Folie!
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Akzeptierte Sprache

Definition (Akzeptierte Sprache)

Die von einem PDA mit leerem Keller akzeptierte Sprache ist die
Menge
Ly(A) :={w e ¥ | (20, w, L) F* (2, \, \)}

und die von einem PDA mit Endzustand akzeptierte Sprache ist die
Menge

Lz(A) ={we X" | (20, w, L) F" (ze, A\, V), Ze € Zepg,v €T}

Anmerkungen auf der niachsten Folie! I
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Kellerautomaten Milsiveidior

Formales
Akzeptierte Sprache
Ly(A) = {weX|(z,w, L) (z,\,\)}
LZ(A) = {W exr” ‘ (ZO’ W, J—) - (26'7/\7 V)vze € Zend, v € r*}

y

@ Bei L)(A) werden die Endzustande nicht benutzt und
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Kellerautomaten Milsiveidior

Formales
Akzeptierte Sprache
Ly(A) = {weX|(z,w, L) (z,\,\)}
LZ(A) = {W exr” ‘ (ZO’ W, J—) - (ZE-’?)‘: V)vze € Zend, v € r*}

y

@ Bei L)(A) werden die Endzustande nicht benutzt und

@ bei Lz(A) ist der Kellerinhalt v am Ende egal.

Frank Heitmann heitmann@informatik.uni-hamburg.de 36/64



Motivation

Kellerautomaten
Formales

Akzeptierte Sprache

Ly(A) = {weX|(z,w, L) (z,\,\)}
Lz(A) = {weX"|(z,w, L) (ze, A\, V), Ze € Zepg,v €7}

y

@ Bei L)(A) werden die Endzustande nicht benutzt und
@ bei Lz(A) ist der Kellerinhalt v am Ende egal.

@ Statt L)(A) schreiben wir auch (insb. im Skript) N(A) und
statt Lz(A) auch L(A).
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Akzeptierte Sprache

Lyx(A) = {weX*|(z,w, L) (z,\,\)}
Lz(A) = {weXl'|(z,w,L)F" (zey\, V), 2e € Zepg,v €T}

4

@ Bei L)(A) werden die Endzustande nicht benutzt und
@ bei Lz(A) ist der Kellerinhalt v am Ende egal.

@ Statt L)(A) schreiben wir auch (insb. im Skript) N(A) und
statt Lz(A) auch L(A).

@ Da das Modell nichtdeterministisch ist, geniigt es wie beim
NFA, wenn es bei einem Eingabewort eine Rechnung gibt,
die den Keller leert bzw. den Automaten in einen
Endzustand bringt.
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Man kann zeigen, dass beide Akzeptanzbedingungen dquivalent sind, dass
also

@ Zu einem PDA A und einer Sprache M mit M = Lz(A)(= L(A))
auch ein PDA A’ konstruiert werden kann mit
M = Ly(A)(= N(A)).

@ Zu einem PDA A’ und einer Sprache M mit M = Ly(A")(= N(A'))
auch ein PDA A konstruiert werden kann mit M = Lz(A)(= L(A)).

Wir wollen dies nicht im Detail beweisen und konzentrieren und meist auf
die Akzeptanz mit leerem Keller.
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Zur Akzeptanzbedingung
Man kann zeigen, dass beide Akzeptanzbedingungen dquivalent sind, dass
also

@ Zu einem PDA A und einer Sprache M mit M = Lz(A)(= L(A))
auch ein PDA A’ konstruiert werden kann mit
M = Ly(A)(= N(A)).

@ Zu einem PDA A’ und einer Sprache M mit M = Ly(A")(= N(A'))
auch ein PDA A konstruiert werden kann mit M = Lz(A)(= L(A)).

Wir wollen dies nicht im Detail beweisen und konzentrieren und meist auf
die Akzeptanz mit leerem Keller.

Literaturhinweis

|

Interessierte finden die Konstruktion(en) im Skript und in [HMU]. Die Ker-
nidee ist bei beiden Richtungen mit einem “zweiten” Kellerbodenzeichen
zu arbeiten und dies unter das erste zu schieben. Man kann dann genau
feststellen, wann der Keller in einem Automaten leer ist, kann aber trotz-
dem noch weiter arbeiten.
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Die (informale) Funktionsweise eines PDA:

@ Ein PDA beginnt im Startzustand zp und mit L im Keller.
@ Ist der Automat

e im Zustand z,

o liest vom Eingabeband das a

e und vom Keller das X (dies ist ganz oben auf dem Keller),
@ so kann ein Element (z/, w) € 6(z, a, X) gewahlt werden.
@ Es wird dann

e in den Zustand z’ gewechselt,

o der Lesekopf auf dem Eingabeband ein Feld nach rechts
bewegt,

e das X vom Keller geloscht

e und dieses X durch w ersetzt (wobei das erste Symbol von w
nun ganz oben auf dem Keller ist).
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Die (informale) Funktionsweise eines PDA:

@ Ein PDA beginnt im Startzustand zp und mit L im Keller.
@ Ist der Automat

e im Zustand z,
e liest vom Eingabeband das a
o und vom Keller das X (dies ist ganz oben auf dem Keller),
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Kellerautomat - Funktionsweise

Die (informale) Funktionsweise eines PDA:

@ Ein PDA beginnt im Startzustand zp und mit L im Keller.
@ Ist der Automat

e im Zustand z,

e liest vom Eingabeband das a

o und vom Keller das X (dies ist ganz oben auf dem Keller),

@ so kann ein Element (z/, w) € 6(z, a, X) gewahlt werden.
e Es wird dann

e in den Zustand z’ gewechselt,

o der Lesekopf auf dem Eingabeband ein Feld nach rechts
bewegt,

e das X vom Keller geldscht

e und dieses X durch w ersetzt (wobei das erste Symbol von w
nun ganz oben auf dem Keller ist).
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al|AL
a,AlAA b,A|A

Qb,Ap\QA,L)\
) ) (E)

\_/\/

AL




al]AL
a,AlAA b,A|A

Q b,A|X QA,M)\
w@

AL

(2z0,8abb, L) + (2. abb AL) b (2. bb AAL)




al]AL
a,AlAA b,A|A

Q b,A|X QA,M)\
w@

AL

(z0,aabb, L) + (zp,abb,AL)F




al]AL
a,AlAA b,A|A

Q b,A|X QA,M)\
w@

AL

(20,2abb, 1) & (z0,abb, AL)+ (zo, bb, AAL) -




L={a"b" | neN} ]

al|AL
a,AlAA b,A|A

Q b,A|X QA,J_M
w@

AL

(20,2abb, 1) & (z0,abb, AL)+ (zo, bb, AAL) -
(zi,b,AL)F



L={a"b" | neN} |

al|AL
a,AlAA b,A|A

Q b,A|X Q AL
w@

AL

(20,aabb, 1) + (z0,abb, A1) F (20, bb, AAL)
(21, b, AJ_) F (21, )\, J_) F



L={a"b" | neN} |

al|AL
a,AlAA b,A|A

Q b,A|X QA,J_M
w@

AL

(20,aabb, L) F (z0,abb, AL) F (zo, bb, AAL) -
(217 ba AJ—) - (217 )‘a J—) - (227 Aa )‘)



L={a"b" | neN} |

al|AL
a,AlAA b,A|A

Q b,A|X QA,J_M
w@

AL

(20,aabb, L) F (z0,abb, AL) F (zo, bb, AAL) -
(217 ba AJ—) - (217 )‘a J—) - (227 Aa )‘)

Akzeptieren! Wort zu Ende gelesen und Keller leer!
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a,A|AA b,AlA

Q b,AlX QA,J_M
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AL
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Q b,AlX QA,J_M
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K\/

AL

(20,abb, L) b (z0,bb, ALY~




a,l|AL
a,A|AA b,AlA

Q b,AlX QA,J_M
D2

K\/

AL

(z0,abb, L) F (z0,bb,AL) F (z1,b, L) F =




L={a"b"|necN} |

a,l|AL
a,AlAA b,AlA

Q b,A|X QA,J_M
@-gl\éy/@

AL

(207 abb7 J—) H (207 bb> AJ—) F (217 ba J—) + (Z]_, b7 >‘)

Nicht akzeptieren, da Wort nicht zu Ende gelesen!
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AL

(0,23, L)F -




a,l|AL
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Q b,AlX QA,J_M
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AL

(20,aa, L) F (20,2, AL)F




L={a"b"|necN} |

a,l|AL
a,AlAA b,AlA

Q b,A|X QA,J_M
@.@\éy/@

AL

(207 aa, J—) + (207 a, AJ—) + (207 >‘7 AAJ—)

Nicht akzeptieren, da Keller nicht leer!



Wichtige Anmerkung
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DFA vs. PDA

Wichtige Anmerkung

Alles was ein DFA kann, kann auch ein PDA! Jede Kante (z, a, z') im
DFA wird im PDA zur Kante (z,a, L, 1, Z2).
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DFA vs. PDA

Wichtige Anmerkung

Alles was ein DFA kann, kann auch ein PDA! Jede Kante (z, a, z’) im
DFA wird im PDA zur Kante (z,a, L, L, Z"). Will man mit leerem
Keller akzeptieren, fiigt man an jeden Endzustand (des DFAs) z.
noch eine Kante (ze, A, L, A, z¢) hinzu, mit der das L geldscht wird.
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DFA vs. PDA

Wichtige Anmerkung

Alles was ein DFA kann, kann auch ein PDA! Jede Kante (z, a, z’) im
DFA wird im PDA zur Kante (z,a, L, L, Z"). Will man mit leerem
Keller akzeptieren, fiigt man an jeden Endzustand (des DFAs) z.
noch eine Kante (ze, A, L, A, z¢) hinzu, mit der das L geldscht wird.
Der PDA ist also mindestens so méachtig wie der DFA. Die Frage ist
spater noch, ob er tatsiachlich mehr kann...

v
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0,L]01; 1,111

0,0/00; 1,010 000 0,0\
0,1/01; 1,1]11 A 1,1
Q AL Q)\,J_M
(20) @)
In welchen Zustanden kann man nach Lesen von 0011 sein?
Q@ Nur z
Q zyund zy

© z, z1 und
Q@ Nur o



0,L[0L;1,L[1L
0,0/00; 1,0/10
0,1/01; 1,111

Q AL L Q’)\,J_M
(Z0) ) )

0,0/

2,00
LA

AL

Unabhéingig vom Eingabewort: In welchen Zustdnden kann man
sein, so dass der Keller leer ist?

Q@ Nur z
@ Nur z;
© Nur o
©Q In z; und 2z kann der Keller leer sein



0,L]01; 1,111

0,0/00; 1,010 000 0,0\
0,1/01; 1,1]11 A 1,1
Q AL Q)\,J_M
(20) @)
In welchen Zustanden kann man nach Lesen von 0110 sein?
Q@ Nur z
Q zyund zy

© z, z1 und
Q@ Nur o



Motivation
Kellerautomaten

Formales
Fragen
0,L]0L; 1,111
0,0/00; 1,0|10 0,0|A
0/00; 1,0] Aol o
1/01; 1,111 1,1\
0.1/0L; 11| a1 1

g;% ALL E%,\,M,\ :
20 V4]

Bei diesem Automaten kann man mit leeren Keller nicht mehr
lesen, weil es keine Kante aus z heraus gibt. Ist es im Allgemeinen
moglich bei leerem Keller weitere Aktionen auszufiihren? Also

z.B. hier eine Kante (22, \, \, A, zp) einzufiigen?

Q Jal
@ Nein!
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Richtige Antworten sind:
(1 I
Q3
Q3
Q°>2




a,L|AL

a,A|AA b,A|A

Q b,AIX QA,J_M
@.@\éy/@

AL

N(A)={a"b" |neN} =M

Voriiberlegung: Es gilt A € M (mit n = 0) und mit
(z0, A, L) F (22, A\, A) auch XA € N(A). Wir kdnnen daher
nachfolgend davon ausgehen, dass |w| > 0 gilt.



a,L|AL

a,A|AA b,A|A

Q b,AIX QA,J_M
\Z_O/I\\Z_]j//@

AL

N(A)={a"b" |ne N} =M

Voriiberlegung: Es gilt A € M (mit n = 0) und mit
(20, A\, L) F (22, A\, A) auch A € N(A). Wir kénnen daher
nachfolgend davon ausgehen, dass |w| > 0 gilt.




a,L|AL

a,A|AA b,A|A

Q b,A|X QA,J_M
20—~

\_/\/

AL

M :={a"b" | n € N} C N(A). Sei w = a"b" € M fiir ein n > 1. In
A gilt nun

(20,a"b", L) + (z0,a" 'b",AL)F ... F (20, b", A" 1)

Fo(z, b"LATID) E L F (20,0, L)
H (22, )\./ )\)

und folglich auch w € N(A).



Motivation

Kellerautomaten
Formales

Korrektheitsbeweis

a,L|AL
a,AlAA b,A|X

G

LA

b,A|A ALIA

)

M = {a"b" | n € N} C N(A). Sei w = a"b" € M fiir ein n > 1. In
A gilt nun

(20,a"b", L) + (z0,a" 'b",AL)F ... F (20, b", A" 1)
Fo(z, b LA E L (2,0, L)
F

(227 )\a )‘)
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a,L|AL
a,AlAA b,A|X

G

A LA

b,AlA LA

)

M :={a"b" | n € N} C N(A). Sei w = a"b" € M fiir ein n > 1. In
A gilt nun

(20,a"b", L) + (z0,a" 'b",AL)F ... F (20, b", A" 1)
Fo(z, b LA E L (2,0, L)
F

(227 )\a )‘)

und folglich auch w € N(A).
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a,L|AL

a,A|AA b,AlA

Q b,A|X Q,\,u,\
w@

AL

N(A) C {a"b" | n € N} = M. Sei w € N(A) mit |w| > 1. Der
Kanteniibergang von zy nach z ist nur ganz zu Anfang moglich,
da sonst in zy nie vom Keller geloscht wird und das
Kellerbodensymbol dann nicht mehr erreichbar ist. D.h. diese
Kante kann nur genutzt werden, um das leere Wort zu akzeptieren
und ist hier nicht von Bedeutung.




a,L|AL

a,A|AA b,AlA

Q b,A|X Q,\,u,\
w@

AL

N(A) C {a"b" | n € N} = M. Sei w € N(A) mit |w| >1.
Kanteniibergang von zy nach z ist nur ganz zu Anfang moglich,
da sonst in zy nie vom Keller geloscht wird und das
Kellerbodensymbol dann nicht mehr erreichbar ist. D.h. diese
Kante kann nur genutzt werden, um das leere Wort zu akzeptieren
und ist hier nicht von Bedeutung.
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Korrektheitsbeweis

a,L|AL
a,AlAA b,A|X

G

ALIA

b,A|X ALIA

)

N(A) C {a"b" | n € N} = M. Sei w € N(A) mit |w| > 1. Der
Kanteniibergang von zy nach z ist nur ganz zu Anfang maglich,
da sonst in zy nie vom Keller geloscht wird und das
Kellerbodensymbol dann nicht mehr erreichbar ist.
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Korrektheitsbeweis

a,L|AL
a,AlAA b,A|X

G

ALIA

b,A|X ALIA

)

N(A) C {a"b" | n € N} = M. Sei w € N(A) mit |w| > 1. Der
Kanteniibergang von zy nach z ist nur ganz zu Anfang maglich,
da sonst in zy nie vom Keller geloscht wird und das
Kellerbodensymbol dann nicht mehr erreichbar ist. D.h. diese
Kante kann nur genutzt werden, um das leere Wort zu akzeptieren
und ist hier nicht von Bedeutung.
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a,L|AL

a,A|AA b,A|A

Q b,AIX QA,J_M
\Z_O/I\\Z_]j//@

AL

An den Kanteniibergdngen erkennt man nun, dass
@ ausschlieBlich in zy as gelesen werden konnen.

o Fiir jedes gelesene a wird zudem ein A auf den Keller
geschrieben.

@ Zudem muss w mit mindestens einem a beginnen, da sonst
kein Ubergang moglich ist.

Insgesamt heiBt dies, dass w mit a’ fiir ein i > 1 beginnen muss.




a,L|AL

a,A|AA b,A|A

Q b,AIX QA,J_M
\Z_O/I\\Z_]j//@

AL

An den Kanteniibergdngen erkennt man nun, dass
@ ausschlieBlich in zp as gelesen werden kdnnen.

o Fiir jedes gelesene a wird zudem ein A auf den Keller
geschrieben.

@ Zudem muss w mit mindestens einem a beginnen, da sonst
kein Ubergang moglich ist.

Insgesamt heiBt dies, dass w mit a’ fiir ein i > 1 beginnen muss.
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An den Kanteniibergdngen erkennt man nun, dass
@ ausschlieBlich in zy as gelesen werden kdnnen.

o Fiir jedes gelesene a wird zudem ein A auf den Keller
geschrieben.
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@ ausschlieBlich in zy as gelesen werden kdnnen.

o Fiir jedes gelesene a wird zudem ein A auf den Keller
geschrieben.

@ Zudem muss w mit mindestens einem a beginnen, da sonst
kein Ubergang moglich ist.

Insgesamt heiBt dies, dass w mit a’ fiir ein i > 1 beginnen muss.
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a,L|AL

a,A|AA b,A|A

Q b,A|X QA,J_M
20—~

\_/’\/

AL

Sei also w = a’v, wobei v das Restwort ist und mit b beginnen
muss (da sonst zg nicht verlassen werden kann). ==~ oo
ist A dann in der Konfiguration (z, v, A’L). An den
Kanteniibergangen erkennt man nun, dass genau /i mal das b
gelesen werden muss, um an das | heranzukommen. Dies
geschieht beim Ubergang nach z; und dann in z;. Bei jedem Lesen
eines b wird ein A geloscht. Da wir an | herankommen miissen, ist
es also weder moglich weniger noch mehr als i bs zu lesen.
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Korrektheitsbeweis

Sei also w = a’v, wobei v das Restwort ist und mit b beginnen
muss (da sonst zy nicht verlassen werden kann). Nach Lesen von a'
ist A dann in der Konfiguration (zp, v, A’ L).
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Sei also w = a’v, wobei v das Restwort ist und mit b beginnen
muss (da sonst zg nicht verlassen werden kann). Nach Lesen von af
ist A dann in der Konfiguration (zp, v, A’ L). An den
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gelesen werden muss, um an das | heranzukommen.
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Sei also w = a’v, wobei v das Restwort ist und mit b beginnen
muss (da sonst zg nicht verlassen werden kann). Nach Lesen von af
ist A dann in der Konfiguration (zp, v, A’ L). An den
Kanteniibergdangen erkennt man nun, dass genau i mal das b
gelesen werden muss, um an das | heranzukommen. Dies
geschieht beim Ubergang nach z; und dann in z;. Bei jedem Lesen
eines b wird ein A geloscht. Da wir an | herankommen miissen, ist
es also weder méglich weniger noch mehr als i bs zu lesen.
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a,L|AL

a,A|AA b,AlA

Q b,AIX QA,J_M
w@

ALA

Es muss also gerade v = b’ sein. Erst nun ist das L im Keller
erreichbar und wir kénnen es beim Ubergang nach z; l6schen.
Damit hat w die Form a’b’ fiir ein i > 1 und damit gilt auch
w e M.
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a,L|AL
a,AlAA b,A|X

Es muss also gerade v = b’ sein. Erst nun ist das L im Keller
erreichbar und wir kénnen es beim Ubergang nach z, 16schen.
Damit hat w die Form a'b’ fiir ein i > 1 und damit gilt auch
w e M.
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Diese Technik des Zdhlens kann haufig benutzt werden. Varianten:
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Die Technik

Diese Technik des Zahlens kann haufig benutzt werden. Varianten:

e Um z.B. a"b?" zu akzeptieren, achtet man beim Loschen der
A im Keller darauf, dass hierfiir immer zwei b gelesen werden
missen (oder alternativ: schreibt stets zwei A beim Lesen

eines a).
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Die Technik

Diese Technik des Zahlens kann haufig benutzt werden. Varianten:

e Um z.B. a"b?" zu akzeptieren, achtet man beim Loschen der
A im Keller darauf, dass hierfiir immer zwei b gelesen werden
miissen (oder alternativ: schreibt stets zwei A beim Lesen
eines a).

e Fiir a"b™ mit n > m muss der Keller beim letzten zu lesenden
Eingabesymbol nicht leer werden. Er muss dann aber noch in
einem Zustand (in dem man davon ausgeht, dass das Wort zu
Ende gelesen wurde) noch geleert werden.
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Die Technik

Diese Technik des Zahlens kann haufig benutzt werden. Varianten:

e Um z.B. a"b?" zu akzeptieren, achtet man beim Loschen der
A im Keller darauf, dass hierfiir immer zwei b gelesen werden
miissen (oder alternativ: schreibt stets zwei A beim Lesen
eines a).

e Fiir a"b™ mit n > m muss der Keller beim letzten zu lesenden
Eingabesymbol nicht leer werden. Er muss dann aber noch in
einem Zustand (in dem man davon ausgeht, dass das Wort zu
Ende gelesen wurde) noch geleert werden.

@ Fir a’b™ mit n < m liest man, wenn man _L erreicht hat,
noch beliebig viele weitere b.
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Die Technik
‘Zur Zshleechnik

Weitere Varianten:

e Will man Worte akzeptieren, bei denen jedes Prafix mehr Oen
als len hat, kann man auch mit einem Zahler arbeiten, muss
diesen aber dynamisch erh6hen und verringern und
ggf. abbrechen, wenn man versucht ihn bei L noch weiter zu
verringern. (= Présenzaufgabe)

Anmerkung
Definition des Prafix auf der nachsten Folie.
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Die Technik

Weitere Varianten:

e Will man Worte akzeptieren, bei denen jedes Prafix mehr Oen
als len hat, kann man auch mit einem Zahler arbeiten, muss
diesen aber dynamisch erhéhen und verringern und
ggf. abbrechen, wenn man versucht ihn bei L noch weiter zu
verringern. (= Présenzaufgabe)

e Will man Worte akzeptieren, die gleich viele Oen wie len
haben, kann man ahnlich verfahren, aber der Zahler “flippt”
sozusagen von einem 0-Z&hler zu einem 1-Z3hler (oder
andersherum) und am Ende des Wortes muss der Zahler leer
sein. (= Ubungsaufgabe)

Anmerkung

Definition des Prafix auf der nachsten Folie.
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Zwei Definitionen

Definition (Prafix)

Unter einem Prafix eines Wortes w € X* versteht man ein Wort
v € ¥ so dass ein u € X* existiert mit w = vu. Informal: ein
beliebiges Anfangsstiick von w ist ein Prafix. Ist bspw. w = 1001,
so ist 1 ein Prafix, ebenso wie 10 und 100. AuBerdem sind auch A
und w selbst Prafixe von w.
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Zwei Definitionen

Definition (Prafix)

Unter einem Prafix eines Wortes w € X* versteht man ein Wort
v € ¥ so dass ein u € X* existiert mit w = vu. Informal: ein
beliebiges Anfangsstiick von w ist ein Prafix. Ist bspw. w = 1001,
so ist 1 ein Prafix, ebenso wie 10 und 100. AuBerdem sind auch A
und w selbst Prafixe von w.

Definition (w'"")

Das Spiegelwort w"™" zu einem Wort w € ¥* ist definiert durch
Q \¢ =)\und
Q@ (ux)® =x-u*" mtxeXunduek"

Bspw. ist fiir w = 1011 dann w"" = 1101.
Fiir Mengen notieren wir L™ = {w"™" | w € L}.
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Wir wollen nun einen PDA konstruieren fiir

L:={ww™ |we{0,1}*}

0,LjoL
0,0/00
0,1/01
1,111
A
1,0|10/\’00 0,0|
1
1,111 A 1,1]A
AL A LA
(20—~




0,L]01;1,1[1L

0,0/00; 1,0[10 ,
0] | A0[0 0,0/
1/01; 1,1]11 ,
0,1/0 | AL LA

Q ALl Q,\,u)\
(20) )2

nachstes Mal...

Die Giiltigkeit von L := {ww"™" | w € {0,1}*} = N(A) zeigen wir J




Gilt stets fiir jeden PDA L(A) = N(A)?

Q Ja
@ Nein




Kann ein PDA noch weiter lesen/arbeiten, obwohl sein Keller leer
ist?

Q Ja
@ Nein




Muss ein PDA stets vom Band lesen (so wie ein DFA)?

Q Ja
@ Nein




Richtige Antworten sind:
Q2
Q2
(s I




Wir haben

@ PDAs / Kellerautomaten kennengelernt
o Wieder die Begriffe wie Konfiguration, Rechnung, akzeptierte
Sprache usw. eingefiihrt

Dabei

@ konnen PDAs mit leerem Keller oder mit Endzustand
akzeptieren.
@ Beide Akzeptanzbedingungen sind dquivalent (ohne Beweis).

Wir haben
@ einen PDA fiir L = {a"b" | n € N} gebaut

e und dabei den Keller als Zahler benutzt
@ einen PDA fiir L = {ww™" | w € {0,1}*} gebaut
e und dabei den Keller als Speicher benutzt (Details folgen)
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Zusammenfassung

Wir haben
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@ Wieder die Begriffe wie Konfiguration, Rechnung, akzeptierte
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Dabei

@ konnen PDAs mit leerem Keller oder mit Endzustand
akzeptieren.
@ Beide Akzeptanzbedingungen sind dquivalent (ohne Beweis).

Frank Heitmann heitmann@informatik.uni-hamburg.de 64/64



Motivation

Kellerautomaten
Formales

Zusammenfassung

Wir haben

@ PDAs / Kellerautomaten kennengelernt
@ Wieder die Begriffe wie Konfiguration, Rechnung, akzeptierte
Sprache usw. eingefiihrt
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o und dabei den Keller als Zahler benutzt
@ einen PDA fir L = {ww' | w € {0,1}*} gebaut
e und dabei den Keller als Speicher benutzt (Details folgen)

Frank Heitmann heitmann@informatik.uni-hamburg.de 64/64



	Kellerautomaten
	Motivation
	Formales


