Kontextireie Grammatiken

Bisher haben wir verschiedene Automatenmodelle kennengelernt. Diesen Au-
tomaten kénnen Worter vorgelegt werden, die von den Automaten gelesen und
dann akzeptiert oder abgelehnt werden. In der kommenden Woche wollen wir
uns mit Grammatiken beschéaftigen. Diese akzeptieren keine Worter, sondern
generieren sie. Bel einer Grammatik beginnen wir mit einem Startsymbol (iibli-
cherweise S) und benutzen dann Regeln, um sogenannte Satzformen und letzt-
endlich Worter abzuleiten. Eine Regel hat z.B. die Form S — a5 mit der Bedeu-
tung, dass wir das S in einer Satzform nehmen und durch aS ersetzen kénnen.
Ein Beispiel: Angenommen wir haben die Regeln S — aS und S — a. Das
Startsymbol sei S. Wir benutzen nun zuerst die Regel S — aS. Dies fithrt zu
S = aS (man beachte, dass wir den Pfeil — fiir Regeln benutzen, den Pfeil
= fiir Ableitungen). Wir haben nun die Satzform aS erreicht. Hier kénnen wir
wieder auf das S die Regel S — aS anwenden. Dies fithrt dann (insgesamt) zu
S = aS = aaS. Wenn wir wollen, kénnten wir nun wieder die Regel S — aS
benutzen. Wir entscheiden uns aber diesmal fiir die andere Regel S — a und
gelangen so zu dem Wort aaa. Das Wort aaa ist nun in der von der Grammatik
generierten Sprache. Kommt in einer Zeichenkette noch ein Nonterminal vor, so
sprechen wir meist von einer Satzform und erst, wenn nur noch Terminalzeichen
auftreten, von einem Wort. Ziel ist es immer, zu Wortern zu gelangen, die nur
noch aus Terminalzeichen bestehen. Diese sind dann in der von der Grammatik
generierten Sprache.

Detaillierter besteht eine Grammatik G aus einer Menge von Nonterminalen
Vi (dies sind i.A. die Groflbuchstaben), einer Menge aus Terminalen (i.A. die
Kleinbuchstaben; die Terminalmenge entspricht zudem der Menge der Eingabe-
symbole bei einem Automaten), dem Startsymbol (ein besonders ausgezeichnetes
Nonterminal) und einer Menge von Regeln oder Produktionen. Die Regeln sind
ein Tupel (u,v) (dargestellt als u — v), wobei in v mindestens ein Nonterminal
auftreten muss. In einer Ableitung beginnt man nun mit dem Startsymbol und
wendet dann jeweils eine der Regeln an. Eine Regel kann dabei dann angewendet
werden, wenn die linke Seite der Regel (das u oben) in dem bisher abgeleiteten
Wort auftritt. Ist dies der Fall, wird das v durch das v (die rechte Seite der Re-
gel) ersetzt. An obigem, einfithrenden Beispiel konnte man auch bereits sehen,
dass im Falls mehrerer anwendbarer Regeln eine beliebige gew#hlt werden darf.

Verschiedene Grammatiktypen (vergleichbar mit verschiedenen Automaten-
modellen) zeichnen sich dadurch aus, dass die Produktionen (die Regeln) ein-
geschriankt werden. Wir wollen uns nachfolgend auf kontextfreie Grammatiken



konzentrieren. Bei diesen wird verlangt, dass die linke Seite einer Produktion
stets aus genau einem Nonterminal besteht (dieses Nonterminal kann dann un-
abhingig von dem Kontext, in dem es steht, ersetzt werden; daher der Name).

Wir wollen dies an zwei typischen Beispielen erldutern. Als Abkiirzung fiir
die Produktionen fithren wir noch folgende Notation ein: Haben wir mehrere
Produktionen mit gleicher linker Seite, so fassen wir die rechten Seiten zusam-
men und trennen sie mit einem “|”. Haben wir bspw. die drei Regeln S — aS,
S — S§bS und S — A, so haben diese alle die gleiche linke Seite S. Wir fassen
diese drei Regeln daher zu S — aS | SbS | A zusammen. Nun zu den zwei
Beispielen.

1. Sei G; eine Grammatik mit dem Terminalalphabet Vi = {a, b}, dem ein-
zelnen Nonterminal Vy = {S}, wobei S auch das Startsymbol sei, und
den Produktionen P = {S — aSb | A}. Eine Ableitung beginnt nun mit
S. Wir kénnen nun wiederholt die Produktion S — a.Sb anwenden. Dies
fihrt zu

S = aSh = aaShb = aaaSbbb = ... = a'Sb'.

Hier wurde die Produktion ¢ mal angewandt. Da hier nun noch das Non-
terminal auftritt, ist die Satzform a’Sb’ noch nicht in der von G generier-
ten Sprache. Mit der Produktion S — A kann das S aber entfernt (oder
geloscht) werden. Wir erhalten so a’b’. Allgemein lisst sich die von Gy
generierte Sprache, notiert als L(G1), mit {a"b" | n € N} gleichsetzen.
Wie bei Automaten ist aber L(G;) = {a™b" | n € N} noch zu zeigen,
wobei iiblicherweise wieder zwei Mengeninklusionen zu zeigen sind!

2. Sei G2 eine Grammatik mit dem Terminalalphabet Vi = {a,b}, den Non-
terminalen Vy = {5, A, B}, wobei S das Startsymbol sei, und den Produk-
tionen P = {S — AB,A — aA | \,B — bB | A}. Da S das Startsymbol
ist, wird jede Ableitung mit S = AB beginnen. Dann kann aus A durch
wiederholte Anwendung der Produktion A — aA eine Satzform a’A gene-
riert werden. Ebenso aus B durch die Produktion B — bB eine Satzform
b B. Beide koénnen dann durch A — A bzw. B — X zu dem Wort a’ bzw. b’
abgeleitet werden. Da man die letztgenannten Produktionen auch sofort
benutzen kann, ist aus A jedes Wort aus a* ableitbar und aus B jedes
Wort aus b*. Insgesamt ist so in der Grammatik G, jedes Wort aus a*b*
ableitbar.

Bei dem ersten Beispiel haben wir ein typisches “nach innen Wandern” ei-
nes Nonterminals, wobei der linke und rechte Rand wéchst. Man kann auf diese
Weise ein gleichméssiges Wachstum auf der linken und rechten Seite erreichen
bzw. diese miteinander in Beziehung setzen. Das zweite Beispiel zeigt ein typi-
sches “lineares Wachsen”. Eine Zeichenkette aus a* (oder b*) wird hier Stiick
fiir Stiick aufgebaut. Beide Techniken kénnen auch gut kombiniert werden, um
z.B. eine Grammatik fiir {a"b"c™ | n,m € N} zu erstellen. Es sei aber noch
einmal darauf hingewiesen, dass stets ein Beweis von L(G) = M nétig ist, wenn
man eine Grammatik G fiir eine gegebene Wortmenge M konstruiert.



In der Vorlesung werden wir Grammatiken formal einfiihren und uns dann
hauptséchlich auf kontextfreie Grammatiken konzentrieren. Wir werden zeigen,
dass diese genau die gleiche Sprachfamilie akzeptieren wie die Kellerautoma-
ten. D.h. zu jeder von einem Kellerautomaten akzeptierten Sprache kann eine
kontextfreie Grammatik konstruiert werden, die diese Sprache generiert. Und
andersherum: Zu jeder Sprache, die von einer kontextfreien Grammatik gene-
riert werden kann, kann auch ein Kellerautomat konstruiert werden, der diese
Sprache akzeptiert. Aulerdem werden wir eine noch stéirkerer Einschrinkung
von Grammatiken einfithren, sogenannte reguldre Grammatiken. Diese generie-
ren dann genau die reguliren Sprachen, d.h. jene Sprachen, die von einem DFA
akzeptiert werden konnen. Es ist dabei spannend zu sehen, wie diese recht unter-
schiedlichen Formalismen (Grammatiken, die Worter generieren, und Automa-
ten, die Worter akzeptieren) ineinander umgewandelt werden kénnen. Man kann
dann je nach Problemstellung situativ den passenderen Formalismus wéhlen.

FEin weiteres wichtiges Thema in der Vorlesung wird das Wortproblem sein.
Das Wortproblem meint folgende Fragestellung: Kann zu einem gegebenen Wort
w und einer gegebenen Grammatik G berechnet werden, ob w von G generiert
werden kann? Im Kontext von Automaten ist dieses Problem oft recht einfach zu
entscheiden, da man dem Automaten das Wort einfach vorlegen, die Uberginge
entlang gehen und dann priifen kann, ob man letztendlich in einen Endzustand
gelangt ist. Bei Grammatiken ist dies aber nicht so einfach. Man miisste ja
unter Umsténden alle bei der aktuellen Satzform anwendbaren Produktionen
ausprobieren und bei den dabei entstehenden Satzformen so weiter fortfahren.
Davon abgesehen, dass man dabei in Kreise geraten kann (z.B. wenn man die
Produktion A — B anwendet und dann die Produktion B — A), wire dies
auch recht ineffizient. Wir werden ein schnelles Verfahren kennenlernen, um
das Wortproblem zu lsen. Dazu bendétigen wir allerdings quasi als Vorstufe
ein Verfahren, um eine kontextfreie Grammatik in eine sogenannte Normalform
zu iiberfithren. Bei dieser Normalform treten nur zwei Arten von Regeln auf:
Entweder hat eine Regel die Form A — BC, wobei A, B und C Nonterminale
sind oder die Form A — a, wobei a ein Terminal ist.

Zuletzt werden wir ein weiteres Pumping Lemma kennenlernen. Bisher kann-
ten wir das Pumping Lemma fiir regulidre Sprachen. Dieses konnen wir benut-
zen, um zu zeigen, dass eine Sprache nicht reguldr ist. Wir werden nun noch
das Pumping Lemma fiir kontextfreie Sprachen kennenlernen. Dieses kann dann
benutzt werden, um zu zeigen, dass eine Sprache nicht kontextfrei ist.

(Selbsttest auf der néchsten Seite.)



Selbsttest (Losung auf Seite 6)

1.
2.

Wie funktioniert eine Ableitung in einer Grammatik?
Wie sieht eine Regel in einer kontextfreien Grammatik aus?

Wenn man zwei Regeln mit gleicher linker Seite hat, wie wird ausgew#hlt
welche Regel benutzt wird?

. Kann man zwei Regeln mit gleicher rechten Seite haben?

Kann es mehrere Moglichkeiten geben, um das gleiche Wort abzuleiten?

Wozu kann das Pumping Lemma benutzt werden?



Die mathematische Seite
Wir definieren kontextfreie Grammatiken, Ableitungen und die von einer Gram-
matik generierte Sprache.
Definition 1. Fine Grammatik ist ein Quadrupel G = (Vy,Vr, P,S) mit
1. Dem endlichen Alphabet von Nonterminalen V.

2. Dem endlichen Alphabet von Terminalen Vo mit Vo NV = 0. Das Ge-
samtalphabet wird mit V := Vp U Vv bezeichnet.

3. Der endlichen Menge von Produktionen (oder Regeln) P C (V*\V)xV*.
4. Dem Startsymbol S € Viy.

FEine Grammatik ist eine kontextfreie Grammatik (CFG), wenn die endliche
Menge der Produktionen eingeschrdnkt ist auf P C Vy x V*.

Eine konteztfreie Produktion (A, \) wird als »-Produktion bezeichnet. Besitzt
eine CFG keine A-Produktionen, so heifit sie A-frei.

Eine Regel (u,v) € P wird iiblicherweise als © — v notiert. Man beachte,
dass bei den Regeln einer Grammatik auf der linken Seite stets ein Nonterminal
vorkommen muss. Bei einer kontextfreien Grammatik darf auf der linken Seite
sogar immer nur genau ein Nonterminal (und nichts weiteres mehr) stehen.

Definition 2. Die einschrittige Ableitung eines Wortes v aus einem Wort u

mittels einer Produktion einer Grammatik G wird notiert als u :G> v. Dabei

ist die Relation = CV* x V* fiir alle u,v € V* definert durch:

u = gdw. Fui,us € V*I(wi,w,) € P:u =ujwjug und v = ugw,usg

Ist der Kontext klar, wird das tief gestellte G weggelassen. Ferner bedienen wir

uns wieder der reflexiven, transitiven Hiille :2> fiir mehrschrittige Ableitun-
gen.
In einer kontextfreien Grammatik wird die Ableitung genauso definiert wie

oben. Allerdings ist bei der gewéhlten Produktion (w;,w,) dann w; stets nur
genau ein Nonterminal.

Definition 3. Sei G = (Vy,Vp, P,S) eine Grammatik. Die von G generierte
oder erzeugte Sprache ist

L(G)::{weV;|S:(*;>w}

Definition 4. Die Familie der kontextfreien Sprachen ist eine Familie von
Sprachen. Fir jede dieser Sprachen gibt es eine kontextfreie Grammatik, die sie
generiert. Abgekiirzt wird diese Sprachfamilie mit CF.



Loésungen zum Selbsttest auf Seite 4

1. F: Wie funktioniert eine Ableitung in einer Grammatik?

A: Beginnend mit dem Startsymbol werden wiederholt Regeln angewen-
det, um letztendlich zu einer Satzform zu kommen, die nur aus Nonter-
minalen besteht (also zu einem Wort). Eine Regel uv — v kann dabei
angewendet werden, wenn in dem bisher abgeleiteten Wort w das u als
Teilwort auftritt. Das u wird dann aus w herausgeloscht und durch v er-
setzt. Galt also w = wj - u - wa, so hat man nach Anwendung der Regel
das Wort wq - v - ws.

2. F: Wie sieht eine Regel in einer kontextfreien Grammatik aus?

A: Die linke Seite einer solchen Regel besteht aus genau einem Nonter-
minal. Bspw. sind A — abX, A — aXbA und A — )\ Regeln. Die rechte
Seite unterliegt insb. keinerlei Einschriankungen. Auf der rechten Seiten
darf das leere Wort oder eine beliebige Mischung aus Nonterminalen und
Terminalen stehen. Auf der linken Seite darf aber immer nur genau ein
Nonterminal stehen.

3. F: Wenn man zwei Regeln mit gleicher linken Seite hat, wie wird aus-
gewdhlt welche Regel benutzt wird?

A': Hier hitte man die freie Wahl. Beides ist erlaubt. Fiihrt dies letztend-
lich zu unterschiedlichen generierten Wortern, so sind beide in der gene-
rierten Sprache der Grammatik. Hat man bspw. als Regeln S — a und
S — b, so kann man eine der beide Regeln auswéhlen und somit sowohl a
als auch b generieren.

4. F: Kann man zwei Regeln mit gleicher rechten Seite haben?

A: Ja! Dies braucht man bisweilen auch. Z.B. kann es notig sein A — a als
auch B — a zu haben. Hat man noch weitere Produktionen fiir A und B,
so sind dies vielleicht die “Abbruchproduktionen”, um das Nonterminal
weg zu kriegen und zu einem Terminalwort zu kommen.

5. F: Kann es mehrere Moglichkeiten geben, um das gleiche Wort abzuleiten?

A: Ja, auch das ist moglich. Dies tritt sogar recht hiufig auf. Hat man
z.B. bei einer kontextfreien Grammatik eine Produktion S — AB, so kann
man im Anschluss ja mit dem A oder dem B fortfahren.

6. F: Wozu kann das Pumping Lemma benutzt werden?

A: Zur Wiederholung: Das Pumping Lemma fiir reguldre Sprachen kann
benutzt werden, um fiir eine Sprache zu zeigen, dass diese nicht reguldr
ist. Es gibt aber auch nicht regulire Sprachen, die die Bedingungen im
Pumping Lemma erfiillen! Das Pumping Lemma fiir konteztfreie Sprachen
kann nun benutzt werden, um fiir eine Sprache zu zeigen, dass diese nicht
kontextfrei ist. Es gibt aber auch hier Sprachen, die die Bedingungen dieses
Pumping Lemmas erfiillen und dennoch nicht kontextfrei sind.



