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Bisher hatten wir

o Automaten, die Worter akzeptieren

Wir werden nun ein neues Modell kennenlernen:

o Grammatiken, die Worter generieren




Bisher hatten wir

o Automaten, die Worter akzeptieren

Wir werden nun ein neues Modell kennenlernen:

o Grammatiken, die Worter generieren




Kontextfreie Grammatiken Grammatiken

Informales Beispiel

Ihr kennt vielleicht schon Beispiele bei der Definition von
Programmiersprachen! Hier z.B. um mdgliche Identifier abzuleiten,
die Ziffern und Buchstaben enthalten diirfen, aber mit einem
Buchstaben beginnen miissen:
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Programmiersprachen! Hier z.B. um mdgliche Identifier abzuleiten,
die Ziffern und Buchstaben enthalten diirfen, aber mit einem
Buchstaben beginnen miissen:

(identifiery = (letter) | (identifier){letter) | (identifier)(digit)
(letter) == A|B|C
(digity == 0|1]2]|3]4
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Kontextfreie Grammatiken Grammatiken

Informales Beispiel

Ihr kennt vielleicht schon Beispiele bei der Definition von
Programmiersprachen! Hier z.B. um mdgliche Identifier abzuleiten,
die Ziffern und Buchstaben enthalten diirfen, aber mit einem
Buchstaben beginnen miissen:

(identifiery = (letter) | (identifier){letter) | (identifier)(digit)
(letter) == A|B|C
(digity == 0|1]2]|3]4

oder kompakter:

| —s L|IL|ID
L — al|b]|c
D — 0]1|2|3]4
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| — L|IL|ID
L — al|b]|c
D — 0|1]2]3]4

Eine mogliche Ableitung eines Identifiers (Ziel: abcl):

| = ID=ILD=ILLD = LLLD
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Eine mogliche Ableitung eines Identifiers (Ziel: abcl):

/| = ID
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Eine mogliche Ableitung eines Identifiers (Ziel: abcl):

| = ID=ILD




| — L|IL|ID
L — al|b]|c
D — 0|1]2]3]4

Eine mogliche Ableitung eines Identifiers (Ziel: abcl):

| = ID=ILD=ILLD =




| — L|IL|ID
L — al|b]|c
D — 0|1]2]3]4

Eine mogliche Ableitung eines Identifiers (Ziel: abcl):
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| — L|IL|ID
L — al|b]|c
D — 0|1]2]3]4

Eine mogliche Ableitung eines Identifiers (Ziel: abcl):

| = ID=ILD=ILLD = LLLD
= alLlLD




| — L|IL|ID
L — al|b]|c
D — 0|1]2]3]4

Eine mogliche Ableitung eines Identifiers (Ziel: abcl):

| = ID=ILD=ILLD = LLLD
= allLD = ablLD




| — L|IL|ID
L — al|b]|c
D — 0|1]2]3]4

Eine mogliche Ableitung eines Identifiers (Ziel: abcl):

| = ID=ILD=ILLD= LLLD
= allD = ablD = abl1




| — L|IL|ID
L — al|b]|c
D — 0|1]2]3]4

Eine mogliche Ableitung eines Identifiers (Ziel: abcl):

| = ID=ILD=ILLD= LLLD
= allD = ablD = abll = abcl




Dies ist genau die Idee bei Grammatiken!

@ Die GroBbuchstaben, die ersetzt werden kdnnen, sind die
Nonterminale.

@ Die Kleinbuchstaben, aus denen sich das abgeleitete Wort
zusammensetzt, sind die Terminale

@ Die | — IL usw. sind die Regeln oder Produktionen

Wir definieren nun zunichst die Grammatik sehr allgemein und
schranken diese spater ein...




Kontextfreie Grammatiken Grammatiken

Hin zu Grammatiken

Dies ist genau die Idee bei Grammatiken!

@ Die GroBbuchstaben, die ersetzt werden kdnnen, sind die
Nonterminale.

@ Die Kleinbuchstaben, aus denen sich das abgeleitete Wort
zusammensetzt, sind die Terminale

Frank Heitmann heitmann@informatik.uni-hamburg.de

5/28



Kontextfreie Grammatiken Grammatiken

Hin zu Grammatiken

Dies ist genau die Idee bei Grammatiken!

@ Die GroBbuchstaben, die ersetzt werden kdnnen, sind die

Nonterminale.

@ Die Kleinbuchstaben, aus denen sich das abgeleitete Wort
zusammensetzt, sind die Terminale

@ Die | — IL usw. sind die Regeln oder Produktionen

Frank Heitmann heitmann@informatik.uni-hamburg.de

5/28



Kontextfreie Grammatiken Grammatiken
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Dies ist genau die Idee bei Grammatiken!

@ Die GroBbuchstaben, die ersetzt werden kdnnen, sind die

Nonterminale.

@ Die Kleinbuchstaben, aus denen sich das abgeleitete Wort
zusammensetzt, sind die Terminale

@ Die | — IL usw. sind die Regeln oder Produktionen

Wir definieren nun zunidchst die Grammatik sehr allgemein und

schrinken diese spater ein...

Frank Heitmann heitmann@informatik.uni-hamburg.de

5/28



Eine Grammatik ist ein Quadrupel G = (W, V1, P, S) mit
© Dem endlichen Alphabet von Nonterminalen V).

© Dem endlichen Alphabet von Terminalen V7 mit
Vr N Vy = 0. Das Gesamtalphabet wird mit V := V+ U Vy
bezeichnet.

© Der endlichen Menge von Produktionen (oder Regeln)
P C(V*\ VF)x V™
@ Dem Startsymbol S € V).
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Kontextfreie Grammatiken Grammatiken

Grammatiken. Formale Definition

Definition (Grammatik)
Eine Grammatik ist ein Quadrupel G = (Vy, V7, P, S) mit
© Dem endlichen Alphabet von Nonterminalen V).

© Dem endlichen Alphabet von Terminalen V7 mit
V+ N Vi = 0. Das Gesamtalphabet wird mit V := V1 U Vy
bezeichnet.
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Kontextfreie Grammatiken Grammatiken

Grammatiken. Anmerkungen

e Eine Regel (u, v) € P wird meist als u — v notiert.
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Kontextfreie Grammatiken Grammatiken

Grammatiken. Anmerkungen

e Eine Regel (u, v) € P wird meist als u — v notiert.

@ Mehreren Reglen u — v und u — w werden als u — v | w
abgekiirzt.
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Kontextfreie Grammatiken Grammatiken

Grammatiken. Anmerkungen

e Eine Regel (u, v) € P wird meist als u — v notiert.
@ Mehreren Reglen u — v und u — w werden als u — v | w
abgekiirzt.

@ Auf der linken Seite einer Regel steht stets mindestens ein
Nonterminal!

P C(VF\ V&) x V*
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Kontextfreie Grammatiken Grammatiken

Ableitung

Definition (Ableitung)

Die einschrittige Ableitung eines Wortes v aus einem Wort u
mittels einer Produktion einer Grammatik G wird notiert als

u :G> v. Dabei ist die Relation :G> C V* x V* fir alle

u,v € V* definert durch: u ? v gdw.
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u :G> v. Dabei ist die Relation :G> C V* x V* fir alle

u,v € V* definert durch: u ? v gdw.

Jui,up € V*I(wy,w,) € P:u= wnwup und v = uyw,up
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Ableitung

Definition (Ableitung)

Die einschrittige Ableitung eines Wortes v aus einem Wort u
mittels einer Produktion einer Grammatik G wird notiert als

u :G> v. Dabei ist die Relation :G> C V* x V* fir alle
u,v € V* definert durch: u ? v gdw.

Jui,up € V*I(wy,w,) € P:u= wnwup und v = uyw,up

Ist der Kontext klar, wird das tief gestellte G weggelassen. Ferner
bedienen wir uns wieder der reflexiven, transitiven Hiille ::;> fir

mehrschrittige Ableitungen.
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Eine Ableitung funktioniert also so:

@ Das aktuelle Wort w betrachten
@ Treten in w linke Seiten von Regeln auf?
e Falls ja, wahle eine dieser Regeln und

@ ersetze die in w auftretende linke Seite der Regel

@ durch die rechte Seite dieser Regel
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Grammatiken. Beispiel

Vorgehen

Eine Ableitung funktioniert also so:
@ Das aktuelle Wort w betrachten
@ Treten in w linke Seiten von Regeln auf?
o Falls ja, wahle eine dieser Regeln und

@ ersetze die in w auftretende linke Seite der Regel

@ durch die rechte Seite dieser Regel
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Grammatiken. Beispiel

Vorgehen
Eine Ableitung funktioniert also so:
Das aktuelle Wort w betrachten

Treten in w linke Seiten von Regeln auf?

°
o Falls ja, wahle eine dieser Regeln und

@ ersetze die in w auftretende linke Seite der Regel
°

durch die rechte Seite dieser Regel

Mit S — ASB | AB, AB — ¢, AcB — ¢ gilt
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Grammatiken. Beispiel

Vorgehen
Eine Ableitung funktioniert also so:
@ Das aktuelle Wort w betrachten
@ Treten in w linke Seiten von Regeln auf?
o Falls ja, wahle eine dieser Regeln und
@ ersetze die in w auftretende linke Seite der Regel

@ durch die rechte Seite dieser Regel

Mit S — ASB | AB, AB — ¢, AcB — ¢ gilt

S = ASB = AABB = AcB = ¢
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Sei G = (W, V7, P, S) eine Grammatik. Die von G generierte
oder erzeugte Sprache ist

L(G):={we v;|5:;> w}
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Fragen...

Wenn man zwei Regeln mit gleichen linken Seite hat, wie wird
ausgewahlt welche Regel benutzt wird?

© Das darf es nicht geben!
@ Darf man frei wahlen!
© Die, die am weitesten links steht!

Q@ Es werden alle benutzt!
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Kann man zwei Regeln mit gleicher rechten Seite haben?

Q Ja!
@ Nein!




Kann es mehrere Moglichkeiten geben, um das gleiche Wort
abzuleiten?

Q Jal
@ Nein!




Richtige Antworten sind:
Q2?2
Q1
Q1
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Kontextfreie Grammatiken

Die bisher eingefiihrten Grammatiken sind sehr machtig.

Wir wollen sie jetzt zunichst einschranken und bei den
eingeschrankten Grammatiken gucken, was man damit alles
machen kann...
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Kontextfreie Grammatiken. Formale Definition

Definition (Kontextfreie Grammatik (CFG))

Eine kontextfreie Grammatik (CFG) ist ein Quadrupel
G = (Vw, V7, P, S) mit
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Definition (Kontextfreie Grammatik (CFG))

Eine kontextfreie Grammatik (CFG) ist ein Quadrupel
G = (Vw, V7, P, S) mit

© Dem endlichen Alphabet von Nonterminalen V).
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Kontextfreie Grammatiken. Formale Definition

Definition (Kontextfreie Grammatik (CFG))

Eine kontextfreie Grammatik (CFG) ist ein Quadrupel
G =(Vn, V7, P,S) mit
© Dem endlichen Alphabet von Nonterminalen V).
@ Dem endlichen Alphabet von Terminalen V7 mit

Vr N Vy = 0. Das Gesamtalphabet wird mit V := VU Vy
bezeichnet.
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Kontextfreie Grammatiken. Formale Definition

Definition (Kontextfreie Grammatik (CFG))

Eine kontextfreie Grammatik (CFG) ist ein Quadrupel
G =(Vn, V7, P,S) mit
© Dem endlichen Alphabet von Nonterminalen V).

@ Dem endlichen Alphabet von Terminalen V7 mit
Vr N Vy = 0. Das Gesamtalphabet wird mit V := VU Vy
bezeichnet.

© Der endlichen Menge von Produktionen (oder Regeln)
PC Vyx V-

@ Dem Startsymbol S € V).

Kontextfreie Grammatiken werden auch als Typ-2-Grammatiken
bezeichnet.
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Kontextfreie Grammatiken Grammatiken
Grammatiken vs. kontextfreie Grammatiken

Anmerkung

Der Unterschied zwischen (allgemeinen) Grammatiken und
kontextfreien Grammatiken liegt lediglich in der Menge der
Produktionen P:

@ bei allgemeinen Grammatiken:
PC(V*\Vy)x V*
@ bei kontextfreien Grammatiken:

PC VyxV*
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Grammatiken vs. kontextfreie Grammatiken

Anmerkung

Der Unterschied zwischen (allgemeinen) Grammatiken und
kontextfreien Grammatiken liegt lediglich in der Menge der
Produktionen P:

@ bei allgemeinen Grammatiken:
PC(V*\Vy)x V*
@ bei kontextfreien Grammatiken:

PC VyxV*

Bei einer kontextfreien Grammatik ist bei einer Regel also stets
genau ein Nonterminal auf der linken Seite! Daher auch der Name
kontextfrei. Das Nonterminal wird unabhingig von dem Kontext,
in dem es steht, ersetzt.
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@ Eine kontextfreie Produktion (A, \) wird als A-Produktion
bezeichnet.

@ Besitzt eine CFG keine M\-Produktionen, so heiBt sie \-frei.




Kontextfreie Grammatiken Grammatiken

Sprachfamilie CF

Definition (Sprachfamilie CF)

Ableitung und akzeptierte Sprache ist wie bei Grammatiken
definiert. Die Familie der kontextfreien Sprachen ist dann jene
Familie von Sprachen, fiir die es eine kontextfreie Grammatik, die
sie generiert. Abgekiirzt wird diese Sprachfamilie mit CF.
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M = a*b* = {a"b™ | n,m € N} J

Die Grammatik G ist gegeben durch die Produktionen
S—AB,A— aA| \,B— bB |\
Der Vollstandigkeit halber:

Vv = {S,A B}
Vr = {a, b}

Das Startsymbol ist S.
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Beispiel 1

M = a*b* = {a"b™ | n,m € N}

Die Grammatik G ist gegeben durch die Produktionen

S— AB,A— aA |\ B— bB |\
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Kontextfreie Grammatiken Grammatiken

Beispiel 1

M = a*b* = {a"b™ | n,m € N}

Die Grammatik G ist gegeben durch die Produktionen
S—>AB,A— aA|\,B—bB| A
Der Vollstandigkeit halber:

Vv = {S,A B}
Vr = {a b}

Das Startsymbol ist S.
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M = a*b* = {a"b™ | n,m € N} J

S— AB,A— aA|\,B— bB |\

M C L(G). Sei w = a"b™ € M. In G kdnnen wir nun wie folgt
ableiten:

S = AB=aAB=...= 3d"AB= a"B
= a"'bB=...=3a"h"B = a3"p"

Also gilt auch w € L(G).



M = a*b* = {a"b™ | n,m € N} J

S AB,A s aA| A\, B — bB | A ]

S = AB=aAB=...= 3d"AB= a"B
= a"bB=...= a3a"b"B = a"p"

Also gilt auch w € L(G).
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S AB,A— aA| )\, B — bB |\

M C L(G). Sei w = a"b™ € M. In G kdénnen wir nun wie folgt
ableiten:

S = AB=aAB=...=3"AB= 3"B
= a"bB= ...= a3a"b"B = a"p"

Also gilt auch w € L(G).
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Beispiel 1

M = a*b* = {a"b™ | n,m € N}

S— AB,A— aA |\ B— bB |\

N

M C L(G). Sei w = a"b™ € M. In G kénnen wir nun wie folgt
ableiten:

S = AB=aAB=...=3"AB= 3a"B
= a"bB=...=3a"b"B = a"p"

Also gilt auch w € L(G).
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M = a*b* = {a"b™ | n,m € N} [

S— AB,A— aA| A\, B — bB | A

L(G) C M. An den Produktionen erkennen wir zunachst, dass

w € {a}* fiir jedes w mit A = w gilt, denn i-malige Anwendung
von A — aA fiihrt zu der Satzform a’A. Dann kann mit A — \ das
A geldscht werden. Ebenso gilt v € {b}* fiir jedes v mit B == V.

Eine Ableitung eines Wortes u € L(G) muss nun mit S = AB
beginnen. AnschlieBend kann wie eben erlduert A zu a’ und B zu
b/ mit i,j € N abgeleitet werden, d.h. u hat die Form a'b/. Dies
zeigt u € M.




Kontextfreie Grammatiken Grammatiken

Beispiel 1

M = a*b* = {a"b™ | n,m € N} ]

S— AB,A— aA|\, B — bB |\ ]

L(G) € M. An den Produktionen erkennen wir zunéchst, dass

w € {a}* fiir jedes w mit A = w gilt, denn
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Beispiel 1

M = a*b* = {a"b™ | n,m € N}

S

S— AB,A— aA|\, B — bB |\ J

L(G) € M. An den Produktionen erkennen wir zunéchst, dass
w € {a}* fiir jedes w mit A == w gilt, denn j-malige Anwendung

von A — aA fiihrt zu der Satzform a'A.
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Beispiel 1

M = a*b* = {a"b™ | n,m € N}

S

S— AB,A— aA|\, B — bB |\ |

L(G) € M. An den Produktionen erkennen wir zunéchst, dass
w € {a}* fiir jedes w mit A == w gilt, denn j-malige Anwendung

von A — aA fiihrt zu der Satzform a’A. Dann kann mit A — \ das

A geldscht werden.
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Beispiel 1

M = a*b* = {a"b™ | n,m € N}

S

S— AB,A— aA|\, B — bB |\ ]

L(G) € M. An den Produktionen erkennen wir zunéchst, dass
w € {a}* fiir jedes w mit A == w gilt, denn j-malige Anwendung

von A — aA fiihrt zu der Satzform a’A. Dann kann mit A — \ das

A geléscht werden. Ebenso gilt v € {b}* fiir jedes v mit B = v.
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Beispiel 1

M = a*b* = {a"b™ | n,m € N} )

S— AB,A— aA|\, B — bB |\ ]

L(G) € M. An den Produktionen erkennen wir zunichst, dass

w € {a}* fiir jedes w mit A == w gilt, denn j-malige Anwendung
von A — aA fiihrt zu der Satzform a’A. Dann kann mit A — \ das
A geloscht werden. Ebenso gilt v € {b}* fiir jedes v mit B = v.

Eine Ableitung eines Wortes u € L(G) muss nun mit S = AB
beginnen. AnschlieBend kann wie eben erlduert A zu a’ und B zu
b mit i,j € N abgeleitet werden,
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Beispiel 1

M = a*b* = {a"b™ | n,m € N} )

S— AB,A— aA|\, B — bB |\ ]

L(G) € M. An den Produktionen erkennen wir zunichst, dass

w € {a}* fiir jedes w mit A == w gilt, denn j-malige Anwendung
von A — aA fiihrt zu der Satzform a’A. Dann kann mit A — \ das
A geloscht werden. Ebenso gilt v € {b}* fiir jedes v mit B = v.

Eine Ableitung eines Wortes u € L(G) muss nun mit S = AB
beginnen. AnschlieBend kann wie eben erlduert A zu a’ und B zu
b mit i,j € N abgeleitet werden, d.h. u hat die Form a'b/. Dies

zeigt u € M.
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M = {a"b" | n € N} J

S —aSh| A

M C L(G). Sei w = a"b" € M. In G kdnnen wir nun wie folgt
ableiten:
S=aSb=...=a"Sp" = a"b"

Also gilt auch w € L(G).




M = {a"b" | n € N} ]

M C L(G). Sei w = a"b" € M. In G kdnnen wir nun wie folgt
ableiten:

S=aSb=...=a"5p" = a"b"

Also gilt auch w € L(G).




M = {a"b" | n € N} J

S—aSb| A

M C L(G). Sei w = a"b" € M. In G kdnnen wir nun wie folgt
ableiten:
S=aSh=...=a"5b" = a"b"

Also gilt auch w € L(G).




M = {a"b" | n € N} |

S—aSb| A

M C L(G). Sei w = a"b" € M. In G kdnnen wir nun wie folgt
ableiten:
S=aSh=...= a"Sbh" = a"b"

Also gilt auch w € L(G).




M = {a"b" | n € N} |

S—aSh| A

L(G) C M. Sei w € L(G). Da wir nur zwei Regeln haben, ist die
Argumentation recht einfach. Die einzige Moglichkeit zu einem
Wort zu kommen ist die Produktion S — \. Vorher kann i-mal die
Produktion S — aSb benutzt werden. w kann damit nur die Form
a'b’ haben und damit gilt auch w € M.
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Beispiel 2

M = {a"b" | n € N} |

S~ aSb | ]

L(G) € M. Sei w € L(G). Da wir nur zwei Regeln haben, ist die
Argumentation recht einfach. Die einzige Moglichkeit zu einem
Wort zu kommen ist die Produktion S — \. Vorher kann i-mal die
Produktion § — aSb benutzt werden. w kann damit nur die Form
a’'b’ haben und damit gilt auch w € M.
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Zwei Tipps bei der Konstruktion von Grammatiken:

@ Will man einen “linken” und einen “rechten” Teil miteinander
in Beziehung setzen, wie bei a”b", so klappt dies meist, indem
das Nonterminal nach innen wandert: S — aSh

@ Will man eine Zeichenkette “sequentiell” aufbauen, wie bei
a*, so kann man das Nonterminal meist an den Rand setzen
S — as
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Zur Konstruktion von Grammatiken

Konstruktionstipps
Zwei Tipps bei der Konstruktion von Grammatiken:

@ Will man einen “linken” und einen ‘“rechten” Teil miteinander
in Beziehung setzen, wie bei a”b", so klappt dies meist, indem
das Nonterminal nach innen wandert: S — aSh

@ Will man eine Zeichenkette “sequentiell” aufbauen, wie bei

ak, so kann man das Nonterminal meist an den Rand setzen

S — aS
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Typ-3 Grammatiken

Definition (Kontextfreie Grammatik (CFG))
Eine kontextfreie Grammatik G = (Vy, V1, P, S) heiBt

Wir werden uns auf rechtslineare Grammatiken beschranken. Diese
heiBen auch Typ-3-Grammatiken oder regulare Grammatiken.
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Typ-3 Grammatiken

Definition (Kontextfreie Grammatik (CFG))

Eine kontextfreie Grammatik G = (Vy, V1, P, S) heiBt
o linear, falls P C Vyy x (V& - Viy - ViU Vi)
e linkslinear, falls P C Viy x (V- V3 U V7)

Wir werden uns auf rechtslineare Grammatiken beschranken. Diese
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Typ-3 Grammatiken

Definition (Kontextfreie Grammatik (CFG))

Eine kontextfreie Grammatik G = (Vy, V1, P, S) heiBt
o linear, falls P C Vi x (Vi - Vy - ViU Vi)
e linkslinear, falls P C Viy x (V- V3 U V7)
e rechtslinear, falls P C Vy x (V3 - Vy U V7)

Wir werden uns auf rechtslineare Grammatiken beschranken. Diese
heiBen auch Typ-3-Grammatiken oder regulare Grammatiken.
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Eine Sprache R C X* ist reguldr genau dann, wenn es eine

rechtslineare Grammatik G gibt mit L(G) = R.




Eine Sprache R C X* ist reguldr genau dann, wenn es eine
rechtslineare Grammatik G gibt mit L(G) = R.

Eine Sprache C C ¥* ist kontextfrei genau dann, wenn es einen
PDA gibt, der C mit leerem Keller akzeptiert.
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Grammatiken und Automaten

Satz

Eine Sprache R C X ist reguldr genau dann, wenn es eine
rechtslineare Grammatik G gibt mit L(G) = R.

Satz

Eine Sprache C C X* ist kontextfrei genau dann, wenn es einen
PDA gibt, der C mit leerem Keller akzeptiert.

4

Der erste Satz stellt einen Zusammenhang zwischen DFAs und
rechtslinearen Grammatiken her. Der zweite Satz stellt einen Zu-
sammenhang zwischen PDAs und kontextfreien Grammatiken her.
DFAs und rechtslineare Grammatiken sind hiernach dquivalent,
ebenso wie PDAs und kontextfreie Grammatiken!

v
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Das machen wir nichstes Mal... :)
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