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Und obwohl nun viele Sprachen regulér sind, gibt es (gerade auch

in obigem Kontext) welche, bei denen es uns schwerfllt einen
Automaten zu konstruieren.

Die Sprache aller korrekt geklammerten Ausdriicke ?

Z.B. wollen wir ()(()) akzeptieren, (() nicht. J

Wir haben mittlerweile einiges kennengelernt, um regulare
Sprachen zu erzeugen:

e direkte Konstruktion von (verschiedenen) Automaten
o direkte Konstruktion von rationalen Ausdriicken

@ Benutzung von Abschlusseigenschaften
Als Anwendungsfalle hatten wir

@ Worterkennung in Texten
@ speziell im Compilerbau

Eine einfachere Sprache, die aber einen wichtigen Aspekt erfasst:

{a"b" | n € N}

Ist diese regular ?

Wir scheitern zunachst auch hier ...
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Wir erweitern den DFA um einen Keller, um uns Dinge zu merken. L
Den so entstehenden Automaten nennen wir Kellerautomat. -
e J_
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Der Kellerautomat - Formal Der Kellerautomat - Formal

Definition (Kellerautomat (PDA = Push Down Automata))

Ein nichtdeterministischer Kellerautomat (kurz PDA) ist ein
7-Tupel A= (Z,%,T,0, Zstart, Zend, L) mit

@ Der endlichen Menge von Zustinden Z.
Dem endlichen Alphabet ¥ von Eingabesymbolen. 6:Zx(TU{A}) T — 220
Dem endlichen Alphabet I' von Kellersymbolen.
Der Uberfiihrungsfunktion § : Z x (Z U {\}) x I — 22xT".
Der Menge von Startzustinden Zstar C Z.
Der Menge der Endzustande Z.,q C Z.
Dem Kellerbodensymbol 1 € T. )

Dieses Automatenmodell ist nichtdeterministisch I
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Wie beim NFA kann statt der Uberfiihrungsfunktion

auch mit einer Relation
KCZx(ZU{A\})xTI'xIMxZ

gearbeitet werden.
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Akzeptierte Sprache

Definition (Konfiguration und Rechnung)

Eine Konfiguration eines PDA A ist ein Element
(z,w,v) € Z x X xT*,

mit der Bedeutung,
@ dass A im Zustand z ist,
@ das w noch auf dem Eingabeband zu lesen ist und
o der aktuelle Kellerinhalt v ist.

Die Uberfiihrungsrelation - C (Z x ¥* x ) x (Z x X* x *) ist
definiert durch

(z,xu,yw) = (2, u,y'w) gdw. (Z,y') € §(z, x, y).

Eine Rechnung ist wieder eine Folge solcher Uberginge.
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Akzeptierte Sprache
Ly(A) = {weX|(zo,w,L)F (z,\,\)}
Lz(A) = {weX|(z,w, L) (ze,\, V), 2Ze € Zepg,v €T"}
@ Bei L)(A) werden die Endzustinde nicht benutzt und
@ bei Lz(A) ist der Kellerinhalt v am Ende egal.
@ Statt Ly(A) schreiben wir auch (insb. im Skript) N(A) und
statt Lz(A) auch L(A).
@ Da das Modell nichtdeterministisch ist, geniigt es wie beim
NFA, wenn es bei einem Eingabewort eine Rechnung gibt,
die den Keller leert bzw. den Automaten in einen
Endzustand bringt.
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Definition (Akzeptierte Sprache)

Die von einem PDA mit leerem Keller akzeptierte Sprache ist die
Menge
LA(A) = {w € % | (z0,w, L) " (2,\, \)}

und die von einem PDA mit Endzustand akzeptierte Sprache ist die
Menge

Lz(A) :={w e X | (z0,w, L) F" (ze,\,V),2Ze € Zepg,v € T*}.

Anmerkungen auf der nichsten Folie!
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Zur Akzeptanzbedingung

Man kann zeigen, dass beide Akzeptanzbedingungen dquivalent sind, dass
also

@ Zu einem PDA A und einer Sprache M mit M = Lz(A)(= L(A))
auch ein PDA A’ konstruiert werden kann mit
M = Ly(A")(= N(A")).

@ Zu einem PDA A’ und einer Sprache M mit M = Ly(A")(= N(A"))
auch ein PDA A konstruiert werden kann mit M = Lz(A)(= L(A)).

Wir wollen dies nicht im Detail beweisen und konzentrieren und meist auf
die Akzeptanz mit leerem Keller.

Literaturhinweis

Interessierte finden die Konstruktion(en) im Skript und in [HMU]. Die Ker-
nidee ist bei beiden Richtungen mit einem “zweiten” Kellerbodenzeichen
zu arbeiten und dies unter das erste zu schieben. Man kann dann genau
feststellen, wann der Keller in einem Automaten leer ist, kann aber trotz-
dem noch weiter arbeiten.
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Die (informale) Funktionsweise eines PDA:

o Ein PDA beginnt im Startzustand zy und mit L im Keller.
o Ist der Automat

e im Zustand z,
o liest vom Eingabeband das a
o und vom Keller das X (dies ist ganz oben auf dem Keller),

@ so kann ein Element (Z/, w) € 6(z, a, X) gewahlt werden.

@ Es wird dann

e in den Zustand z’' gewechselt,

o der Lesekopf auf dem Eingabeband ein Feld nach rechts
bewegt,

o das X vom Keller geléscht

o und dieses X durch w ersetzt (wobei das erste Symbol von w
nun ganz oben auf dem Keller ist).

L={a"b" | neN} |

a,Ll|AL
a,AlAA b,A|A

Q b,A|X Q/\,LI/\
Q=)

AL

(20,aabb, L) F (z0,abb, AL)F (20, bb, AAL)
(217 ba AJ—) - (217 /\a J—) k= (227 /\7 )‘)

Akzeptieren! Wort zu Ende gelesen und Keller leer!

L—{a"b" | neN} |
al|AL
a,AlAA b,A|A

Q b,A|A Q,\,u,\

ALA

L—{a"b" | neN} ]

a,l|AL
a,AlAA b,A|A

Q b,A|A Q,\,u,\
22—

k/\/

NLA

(ZO, abb, J-) = (ZO, bb, AJ—) - (217 b, J-) = (217 b, )‘)

Nicht akzeptieren, da Wort nicht zu Ende gelesen!



L={a"b" | ne N} J

a,l|AL
a,AlAA b,AlX

Q b,A|A Q/\,J_M

ALA

(Zo, aa, J_) F (Zo, a, AJ_) F (Zo, )\, AAJ_)

Nicht akzeptieren, da Keller nicht leer!

0,L]0L; 1, 1|11

0,0/00; 1,010 0,0/A
0| | A0[0 0|

0,1/01; 1,111 AL LA

Q AL Q,\,u,\
(Z0) Z)—~22)

In welchen Zustanden kann man nach Lesen von 0011 sein?

@ Nur z

Q zund

© 2z, z1 und 2
Q@ Nur »

Wichtige Anmerkung

0,L]0L; 1,111

:1,0/1
0,0/00; 1,0]10 A0[0 0,0/A
0,1/01; 1,1]11 A1 L1

Q ALl Q,\,u,\
@ ) )

Unabhéangig vom Eingabewort: In welchen Zustianden kann man
sein, so dass der Keller leer ist?

@ Nur zg
@ Nur z4
© Nur o

Q In z; und 2 kann der Keller leer sein



0,1]0L;1,1[1L
0,0/00; 1,0]10 A0[0 0,0/x
1/01; 1,111 1.1
07 |0 1 b | A,1|1 b |>\
Q ALl Q,\,u,\
(Z0) ) )

In welchen Zustanden kann man nach Lesen von 0110 sein?

@ Nur zg

Q zund 74

© 2y, z1 und 2
Q@ Nur o

Richtige Antworten sind:
Q2
Q3
Q3
Q2

0,L]0L; 1,1]1L

0,0/00; 1,010 0,0/A
0| | 00 |

0,1/01; 1,1]11 AL L1)A

Q AL Q,\,u,\
(Z0) Z)—~22)

Bei diesem Automaten kann man mit leeren Keller nicht mehr
lesen, weil es keine Kante aus z, heraus gibt. Ist es im Allgemeinen
moglich bei leerem Keller weitere Aktionen auszufiihren? Also

z.B. hier eine Kante (z2, A\, \, \, zp) einzufiigen?

Q Ja!
@ Nein!

a,l|AL
a,AlAA b,A|A

Q b,A|X Q,\,u,\

ALA

N(A) = {a"b" | n e N} = M

Voriiberlegung: Es gilt A € M (mit n = 0) und mit
(20, A, L) F (22, A\, A) auch A € N(A). Wir kénnen daher
nachfolgend davon ausgehen, dass |w| > 0 gilt.




Kellerautomaten Motivation
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Pumping Lemma Formales
Korrektheitsbeweis
a,l|AL

a,AlAA b,A|A

GO~

AL

b,A|X AL

@)

M :={a"b" | n € N} C N(A). Sei w = a"b" € M fiir ein n > 1. In
A gilt nun

Pumping Lemma Formales
Korrektheitsbeweis
a,l|AL
a,AlAA b,A|X
G E) )
A, LA

N(A) C {a"b" | n € N} = M. Sei w € N(A) mit |w| > 1. Der
Kanteniibergang von zy nach z ist nur ganz zu Anfang moglich,
da sonst in zg nie vom Keller geléscht wird und das
Kellerbodensymbol dann nicht mehr erreichbar ist. D.h. diese
Kante kann nur genutzt werden, um das leere Wort zu akzeptieren
und ist hier nicht von Bedeutung.

(z0,a"b", L) F (z0,a" 6", AL)F ... (z0,b",A"1)
Fo(z, b A L (20,0, L)
o (z2,\0)
und folglich auch w € N(A).
Frank Heitmann heitmann@informatik.uni-hamburg.de 25/65
Kellerautomaten Motivation
Pumping Lemma Formales
Korrektheitsbeweis
a,Ll|AL
a,AlAA b,A|A
Gtz
ALA
An den Kanteniibergdngen erkennt man nun, dass
@ ausschlieBlich in zy as gelesen werden konnen.
o Fiir jedes gelesene a wird zudem ein A auf den Keller
geschrieben.
@ Zudem muss w mit mindestens einem a beginnen, da sonst
kein Ubergang moglich ist.
Insgesamt heiBt dies, dass w mit a fireini>1 beginnen muss.
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Korrektheitsbeweis
a,l|AL
a,AlAA b,A|A
D C)
A LA
Sei also w = a'v, wobei v das Restwort ist und mit b beginnen
muss (da sonst zg nicht verlassen werden kann). Nach Lesen von a'
ist A dann in der Konfiguration (zg, v, A’ L). An den
Kanteniibergdngen erkennt man nun, dass genau / mal das b
gelesen werden muss, um an das | heranzukommen. Dies
geschieht beim Ubergang nach z; und dann in z;. Bei jedem Lesen
eines b wird ein A geloscht. Da wir an | herankommen miissen, ist
es also weder moglich weniger noch mehr als i bs zu lesen.
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Korrektheitsbeweis
a,L|AL
a,AlAA b,A|X
b,A|X AL

(2

AL

()

Es muss also gerade v = b’ sein. Erst nun ist das L im Keller
erreichbar und wir kénnen es beim Ubergang nach z |6schen.
Damit hat w die Form a’b’ fiir ein i > 1 und damit gilt auch
we M.
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Die Technik

Weitere Varianten:

@ Will man Worte akzeptieren, bei denen jedes Prafix mehr Oen

als len hat, kann man auch mit einem Zahler arbeiten, muss
diesen aber dynamisch erhéhen und verringern und

ggf. abbrechen, wenn man versucht ihn bei | noch weiter zu
verringern. (= Prasenzaufgabe)

o Will man Worte akzeptieren, die gleich viele Oen wie len
haben, kann man dhnlich verfahren, aber der Zdhler “flippt”
sozusagen von einem 0-Z&hler zu einem 1-Z3hler (oder
andersherum) und am Ende des Wortes muss der Zahler leer
sein. (= Ubungsaufgabe)

Anmerkung

Definition des Prafix auf der nichsten Folie.
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Die Technik

Diese Technik des Zdhlens kann haufig benutzt werden. Varianten:

e Um z.B. a"b?" zu akzeptieren, achtet man beim Léschen der

A im Keller darauf, dass hierfiir immer zwei b gelesen werden

miissen (oder alternativ: schreibt stets zwei A beim Lesen
eines a).

@ Fir a"b™ mit n > m muss der Keller beim letzten zu lesenden

Eingabesymbol nicht leer werden. Er muss dann aber noch in

einem Zustand (in dem man davon ausgeht, dass das Wort zu

Ende gelesen wurde) noch geleert werden.

@ Fir a’b™ mit n < m liest man, wenn man _L erreicht hat,
noch beliebig viele weitere b.
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Zwei Definitionen
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Definition (Préfix)

Unter einem Préfix eines Wortes w € >* versteht man ein Wort
v € 2* so dass ein u € X* existiert mit w = vu. Informal: ein
beliebiges Anfangsstiick von w ist ein Prafix. Ist bspw. w = 1001,

so ist 1 ein Prafix, ebenso wie 10 und 100. AuBerdem sind auch A
und w selbst Prafixe von w.

Definition (w"")

Das Spiegelwort w™" zu einem Wort w € £* ist definiert durch
Q )\ =)\und
Q@ (ux)® =x-u"" mtxeXunduecX*

Bspw. ist fiir w = 1011 dann w"™ = 1101.
Fiir Mengen notieren wir L™ = {w"™" | w € L}.
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Ein zweites Beispiel: ww ™"

Wir wollen nun einen PDA konstruieren fiir

L:={ww™ |we{0,1}"}

0,L]0L
0,0/00
0,1/01
1,111
1,0/10
0110, o0

0|
1,111 A1

ALlL AL

(20—

0,0/A
LA

(2

Kellerautomaten Motivation
Pumping Lemma Formales

Korrektheitsbeweis
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0,1]0L; 1,111
; 1,01
0,0/00; 1,0/10 A0[0 0,0/
1/01; 1,1]11 11X
0.1/01; 1,1 fon 1
g;% ALl EE% AL|A :
20 Z1
Damit folgt also nach Konstruktion:
(zo, ww™, 1) F ... F (z0,w"™, W™ 1)
Fo(z,w™,w™, ). F (21, L)
F (227 )‘7 A)
Also v = ww'™" € N(A).
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0,1]0L;1,1[1L
:1,0/1 A
0,0/00; 1,0/10 A0[0 0,0
1/01; 1,1]11 L1A
0,1/01; 1,1 A 8l

g;% AL EE% AL|A :
20 Z1

L:={ww™ |we {0,1}*} C N(A). Sei v =ww"" € L. Nach
Konstruktion

@ wird in z fiir jede vom Eingabeband gelesene 0, eine 0 auf
den Keller geschrieben; ebenso fiir die 1;
@ in z; kann eine 0 nur vom Eingabeband gelesen werden, wenn

sie auch auf dem Keller steht (und dann geldscht wird);
ebenso fiir die 1;
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Korrektheitsbeweis
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Die Riickrichtung ist schwieriger. Wir beobachten zunachst:

@ 2> kann nur von z; aus erreicht werden und nur, wenn auf
dem Keller nur noch L ist. Dies ist die einzige Moglichkeit
den Keller zu leeren.

@ In 2z, kann nichts mehr gelesen werden. Das Eingabewort muss
also schon in z; zu Ende gelesen worden sein.

o Jede akzeptierende Rechnung startet in zy, gelangt von dort
nach z; und kehrt von dort nie nach zy zuriick.

Es geniigt also Bedingungen fiir
(zo0,w, L) F* (z1,A, 1)
zu finden. Dies sind dann genau die Worter, die akzeptiert werden!
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Korrektheitsbeweis

Wir zeigen eine etwas allgemeinere Behauptung mittels Induktion
tiber die Wortldnge:

Wenn (zg,x, V) F* (z1, A, V) (fiir beliebiges V), dann ist
x = ww' fiir ein w € {0,1}*
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Korrektheitsbeweis

0,L]0L; 1,1]1L
0,0/00; 1,010

9 ‘ ’ b | )\70‘0
0,1/01; 1,1/11 AL LA

A L)L AL|A
HEZO% >’jzl i—>(:)

(Z.Z. Wenn (zg,x, V) F* (z1, A, V), dann x = ww'".)
Induktionsanfang: Sei x = A. Dann ist x von der gewiinschten
Form und wir sind fertig (unabhangig davon, ob der “wenn”-Teil
gilt oder nicht).

0,0/A

0,1]0L; 1,L[1L

11,01
0,0/00; 1,010 0o
0,1/01; 1,1]11 AL L1

A L|L ALA
*;ZO% 421 i—>(:)

Induktionsannahme: Gelte die Behauptung fiir Worte der Lange bis
zu n— 1, d.h. fiir jedes Wort x der Lange bis zu n — 1 gilt, wenn
(z0,x, V) F* (21, A, V) fiir ein V, dann ist x = ww' fiir ein

w € {0,1}*

0,0/
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0,L1]0L; 1,1]1L
:1,0/1 A
0,0/00; 1,0/10 A0[0 0,0
1/01; 1,1]11 1,1)A
0,1/01; 1,1 A )1
g;% AL EE% AL|A :
20 Z1
Induktionsschritt: Sei x = aj ... a, ein Wort der Lange n mit
(20, x, V) F* (21, A, V) fiir ein V. Wir wollen x = ww'" zeigen.
Zunéachst kann der erste Schritt nicht (zo, x, V) I (21, x, V) sein,
da in z; nur Buchstaben vom Keller geloscht werden kdnnen und
wegen |x| > 1 auf jeden Fall mindestens ein Buchstabe geldscht
werden wiirde. Dann ware aber nicht mehr V auf dem Keller!
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Pumping Lemma Formales

Korrektheitsbeweis Korrektheitsbeweis

Der erste Schritt ist also (29,3182 -..an, V) F (20,32 ... an,31V). Da wir
ferner das a; wieder vom Keller |6schen miissen und dies nur in z;
geschehen kann, muss der letzte Schritt (z1, an, a1 V) F (21, A, V) sein.
Hieraus folgt zunichst a, = a; (wegen der Uberginge an z). AuBerdem

wissen wir, da ja nach Voraussetzung (z, x, V) F* (z1, A, V) gilt, dass (20,22...ap-1,2V) F" (z1,\, a1V)

nun insgesamt Nun ist aber a...a,_1 ein Wort der Lange n — 2 < n, so dass die
. Induktionsannahme anwendbar ist! Es gibt also ein v derart, dass
(20,3132 an, V) F (20,22 ap, a1 V) " (21,30, a1 V) F (21,4, V) ap...ap_1 = w'. Da ferner a; = a, gilt, haben wir mit w = a;v

aj...ap=aw'a, = ayw'™a; = ww'™" und sind fertig.

also insb.
(Zo7 ap...dap,a V) B+ (Zl, dp, d1 V)

Da das a, von der Eingabe nicht benutzt wird ist dies gleichbedeutend

mit
*
(z0,32...an—1, a1 V) F* (z1, A\, a1 V)
o
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Pumping Lemma Formales Pumping Lemma Formales
Die Technik Zusammenfassung

Wir haben

@ PDAs / Kellerautomaten kennengelernt
@ Wieder die Begriffe wie Konfiguration, Rechnung, akzeptierte
Sprache usw. eingefiihrt

Es gilt ganz allgemein, dass wenn man ein Wort w von der Eingabe Dabei
liest und dieses Buchstabe fiir Buchstabe auf den Keller schreibt. Auf
dem Keller genau w™" liegt. Dies kann man ggf. auch in anderen
Kontexten benutzen...

@ konnen PDAs mit leerem Keller oder mit Endzustand
akzeptieren.
@ Beide Akzeptanzbedingungen sind dquivalent (ohne Beweis).

Wir haben

@ einen PDA fiir L = {a"b" | n € N} gebaut
e und dabei den Keller als Zahler benutzt

@ einen PDA fiir L = {ww"™" | w € {0,1}* gebaut
e und dabei den Keller als Speicher benutzt
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Zum Pumping Lemma hin...
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Pumping Lemma Beispiele

Zum Pumping Lemma hin...

Wir haben jetzt einen PDA fiir L := {a"b" | n € N}, aber bisher
wissen wir nicht mit Sicherheit, dass es hierfiir keinen DFA gibt!
Konnen wir vielleicht eine Eigenschaft X finden, die alle reguldren
Sprachen haben miissen? Dann kdnnten wir vielleicht nachweisen,
dass L oben die Eigenschaft X nicht hat. Dann kann L nicht
regular sein!
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Pumping Lemma Beispiele

Zum Pumping Lemma hin...

Wir wissen von reguldren Sprachen, dass
@ sie von endlichen Automaten akzeptiert werden.
Von diesen wissen wir, dass

@ sie endlich viele Zustande haben.
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Das Pumping Lemma

Worter, die akzeptiert werden und

die mehr Buchstaben haben als der Automat Zustande,
miissen dann Schleifen im Automaten durchlaufen!
Diese Schleifen kdnnte man 6fter entlang gehen!

Und damit neue Worter erzeugen, die auch in der Sprache
sein miissen!

Bei a"b" wird das aber nicht gehen! Man iiberlege sich:

@ Wenn es einen Automat gibt mit k Zustanden fiir L

@ betrachtet man akb¥

@ Es miisste eine Schleife geben

@ Aber welche sollte das sein, so dass man sie zweimal entlang
gehen kann und trotzdem ein Wort der Form &/ b/
herauskommt?
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Wir werden jetzt die oben skizzierte Eigenschaft der regularen
Sprachen genauer fassen und so das Pumping Lemma
formulieren.

Dies werden wir dann nutzen, um tatsachlich zu zeigen, dass
L = {a"b"} nicht regular ist!
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Das Pumping Lemma - Der Beweis

Lemma

Sei L € REG eine regulare Sprache. Dann gibt es ein n € N, so
dass jedes Wort z € L mit |z| > n in die Form z = uvw zerlegt
werden kann, wobei

Q |uv|<n
Q |v|>1
© uviw € L fiir jedes i € N (inkl. der0)
(Aquivalent zur letzten Aussage ist die Aussage {u}{v}*{w} C L.)

Wichtige Anmerkung

Das v kann (mit i = 0) auch ganz weggelassen werden, d.h. die
dritte Bedingung fordert, dass nicht nur uvw, uvvw, uvvww usw. in
L sein miissen, sondern auch uv®w = uAw = uw. Dies ist manchmal
die einzige Moglichkeit einen Widerspruch herzustellen!

Beweis.
Sei L reguldr. Dann gibt es einen vollstandigen DFA A mit
L(A) = L. Sei n die Anzahl der Zustande von A. Wir betrachten
nun ein Wort z € L mit |z| > n (gibt es kein solches z ist nichts zu
zeigen).

@ Wir legen A das Wort z vor.

@ A beginnt im Startzustand z

@ Da A vollstindig ist und z akzeptiert wird, kann z gelesen
werden.

@ Da z aus mindestens n Buchstaben besteht, finden
mindestens n Zustandsiiberginge statt.

@ D.h. es werden mindestens n + 1 Zustinde besucht.

@ Da es nur n Zustdnde gibt, muss mindestens ein Zustand
doppelt auftreten!
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Beweis.
Sei die Zustandsfolge vom Startzustand zy zu einem Endzustand
Ze, die beim Lesen von z besucht wird durch
20,21, 22, - -5 2Zn, - - -, Ze geGeben.
@ Seien z; und z; (i # j und i < j) in dieser Folge gleich und
auBerdem z; der erste Zustand, der ein zweites Mal auftritt!
@ Nun ist j < n (denn von zy bis z, sind es bereits n + 1
Zusande; einer davon muss doppelt auftreten!)
eundj—i>1
@ Sei u das Wort das von zy bis z; gelesen wird
e v das Wort das von z; bis z; gelesen wird
e und w das Wort von z; bis z.
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Beweis.
@ Sei u das Wort das von zy bis z; gelesen wird
@ v das Wort das von z; bis z; gelesen wird
@ und w das Wort von z; bis z
Es ist nun |uv| < n (wegen j < n oben) und |v| > 1 (wegen
Jj — i > 1 oben). Ferner kann die Schleife von z; nach z; (man
beachte: i # j, aber z; = z;!) beliebig oft durchlaufen werden und
trotzdem kann dann von z; aus mit w der Endzustand z, erreicht
werden. Daraus folgt, dass auch uv'w fiir alle i > 0 akzeptiert
werden. Und wir sind fertig! O
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Lemma Der Ablauf beim Pumping Lemma:
Sei L.E REG eine regulé'r_e Sprache.. Da_nn gibt es ein n € N, so @ Annehmen L wire regulir
daszjedzs Wort2§ Lmfit|2) 2 w o e o Z = wiay 2250 @ Die Zahl aus dem Pumping Lemma benennen (z.B. k).
weraen kann, Wober © Ein Wort z finden mit |z| > k und z € L.
Q [u[<n o Dieses Wort muss gut gewahlt sein, damit der nachfolgende
Q |v|>1 Widerspruch gelingt! Hier muss man also u.U. experimentieren!
© uviw € L fiir jedes i € N (inkl. der 0) Q Fii_r alle Zerlegungen von z in uvw zeigen, dass_sie im '
. o . Widerspruch zur ersten, zweiten oder dritten Bedingung sind.
(Aquivalent zur letzten Aussage ist die Aussage {u}{v}*{w} C L.) o Ublicherweise betrachtet man alle Zerlegungen, die die erste

und zweite Bedingung erfiillen und zeigt, dass man dann einen
Widerspruch zur dritten Bedingung erhilt.

Wichtige Anmerkung

D?s % kar!n (mit 7 = 0) auch ganz weggelassen werden, d.h. d.le @ Also: Alle Zerlegungen z = uvw mit |uv| < k und |v| > 1
dritte Bedingung fordert, dass nicht nur uvw, uvww, uvvvw usw. in betrachten
L_Se”_] m_ussen‘,. sc?nderp al_JCh uv _W = uAw = uw. Dies ist manchmal @ Zeigen, dass man ein J findet mit uv'w ¢ L. (Dies kann auch
die einzige Moglichkeit einen Widerspruch herzustellen! i — 0 sein!)
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Behauptung Behauptung
L:={a"b" | n € N} ist nicht regular. L:={a"b" | n € N} ist nicht regular.
Beweis. Beweis.
Angenommen L wére reguldr. Dann gilt das Pumping Lemma. Sei Sei also z = a¥bX = uvw eine Zerlegung mit i)|uv| < k und
k die Zahl aus dem Pumping Lemma. Wir betrachten das Wort if)]v| > 1. Es muss dann v € {a}" gelten, da uv ja die ersten
z = akbk. Esgilt z € L und |z| > k. Damit muss es eine Zerlegung Buchstaben von z ausmacht, aber davon nur maximal k
z = uvw geben, die die drei Eigenschaften erfiillt. Wir betrachten einnehmen kann und da ferner v mindestens die Linge 1 hat.
nun nur jene Zerlegungen, die die erste und zweite Bedingung Es gibt sogar ein j mit 1 < j < k derart, dass v = &/ gilt.
erfiillen und zeigen, dass diese im Widerspruch zur dritten stehen. Wir betrachten nun das Wort uv2w, dass nach der dritten
Wir haben dann gezeigt, dass jede Zerlegung von z in uvw im Bedingung in L sein miisste. Es ist aber uv?w = a¥*/ bk und somit
Widerspruch zu einer der drei Bedingungen steht und sind dann uv?w ¢ L. Die urspriingliche Annahme muss also falsch sein und
fertig. ... daher ist L nicht regular. Ol
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Fragen...

Wichtige Anmerkung

Damit ist bewiesen,
dass der PDA tatsachlich mehr kann als der DFA!
Die Sprachfamilie der von einem PDA akzeptierten Sprachen ist
also echt groBer als die Sprachfamilie REG (der von DFAs
akzeptierten Sprachen).
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Wovon muss das gewahlte Wort z abhangen?

@ Von der Anzahl der Zustande |Z| des DFA.

@ Von der Zahl aus dem Pumping Lemma k, die noch genauer
spezifiziert werden muss.

© Von der Zahl aus dem Pumping Lemma k, die nicht genauer
spezifiziert werden muss.

@ Das Wort muss leidiglich in der Sprache sein.
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Fragen...

Wieviele Zerlegungen von z miissen betrachtet werden?

@ Eine muss zum Widerspruch gefiihrt werden!

@ Alle Zerlegungen von z miissen zum Widerspruch gebracht
werden!

© Zerlegungen mit bestimmten Eigenschaften miissen zum
Widerspruch gebracht werden!

@ Man muss eine Zerlegung mit bestimmten Eigenschaften
finden und diese zum Widerspruch fiihren!
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Kann mit dem Pumping Lemma gezeigt werden, dass eine Sprache

reguldr ist?
o Ja!
@ Nein!
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Das Pumping Lemma - Beispiel 2

Zur Nachbereitung
Richtige Antworten sind:
Q3
© 2 und 3 ist beides ok
Q2

Behauptung
L:={ww™ | w e {0,1}*} ist nicht regular.

Beweis.

Angenommen L wiére regular. Dann gilt das Pumping Lemma. Se
k die Zahl aus dem Pumping Lemma. Wir betrachten

z = 0k1%1%0%. Es ist z € L und |z| > k. Sei z = uvw eine

Zerlegung von z mit |uv| < k und |v| > 1. Hieraus folgt v = O/ fiir

ein j mit 1 < j < k. Nun ist aber uv®w = 0k~71K150% nicht mehr

in L im Widerspruch zum Pumping Lemma. Die Annahme ist
daher falsch und L somit nicht regular.

O
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Der Ablauf beim Pumping Lemma:
@ Annehmen L ware regular
@ Die Zahl aus dem Pumping Lemma benennen (z.B. k).
© Ein Wort z finden mit |z| > k und z € L.
e Dieses Wort muss gut gewahlt sein, damit der nachfolgende
Widerspruch gelingt! Hier muss man also u.U. experimentieren!
@ Fiir alle Zerlegungen von z in uvw zeigen, dass sie im
Widerspruch zur ersten, zweiten oder dritten Bedingung sind.
o Ublicherweise betrachtet man alle Zerlegungen, die die erste
und zweite Bedingung erfiillen und zeigt, dass man dann einen
Widerspruch zur dritten Bedingung erhalt.
@ Also: Alle Zerlegungen z = uvw mit |uv| < k und |v| > 1
betrachten.
@ Zeigen, dass man ein i findet mit uviw L. (Dies kann auch
i =0 sein!)
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Anmerkung
Bei der Zerlegung (vorletzter Schritt eben) gelingt oft eine
Parametrisierung. Bspw. konnte in den Beispielen oben v = ¢
bzw. v = & mit einem j mit 1 < j < k gesetzt werden. Das j
wandert quasi den Bereich von 1 bis k ab. Fiir jedes j ist dies eine
mogliche Zerlegung, die die ersten beiden Bedingungen erfiillt —
und man fiihrt im Grunde genommen alle diese Zerlegungen zum
Widerspruch!
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Wiederholung

Wir haben heute:

Kellerautomaten kennengelernt

Zwei Konstruktionsmethoden kennengelernt

o Etwas zdhlen
e Eine Zeichenkette merken, die dann andersherum vom Stack
gelesen werden kann

@ Das Pumping Lemma kennengelernt

Damit bewiesen, dass Kellerautomaten machtiger sind als
endliche Automaten.
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