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Der deterministische, endliche Automat

Definition (DFA)
Ein deterministischer, endlicher Automat (DFA) ist ein 5-Tupel

A= (Za Za 57 20, Zend)

mit:

Der endlichen Menge von Zustinden Z.

Dem endlichen Alphabet > von Eingabesymbolen.
Der Uberfiihrungsfunktion § : Z x ¥ — Z.

Dem Startzustand zy € Z.

Der Menge der Endzustande Zq,q C Z.
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Der nichtdeterministische, endliche Automat

Definition (NFA)
Ein nichtdeterministischer, endlicher Automat (NFA) ist ein
5-Tupel
A=(Z,%,0, Zstart; Zend)
mit:

@ Der endlichen Menge von Zustinden Z.

Dem endlichen Alphabet > von Eingabesymbolen.
Der Uberfiihrungsfunktion § : Z x ¥ — 2Z.

Der Menge der Startzustinde Zsparr C Z.

Der Menge der Endzustinde Zep,qg C Z.
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Der nichtdeterministische, endliche Automat

Definition (NFA - Alternative)

Ein nichtdeterministischer, endlicher Automat (NFA) ist ein
5-Tupel
A= (Z7 27 K7 Zstart; Zend)

Der endlichen Menge von Zustanden Z.

Dem endlichen Alphabet > von Eingabesymbolen.
Der Zustandsiibergangsrelation K C Z x ¥ x Z
Der Menge der Startzustinde Zspapr € Z.

Der Menge der Endzustinde Zep,qg C Z.
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Alle moglichen Rechnungen auf dem Wort 011:

[} (20,011) F (Zo7 11) H (21, 1) — blockiert
° (20,011) F (Z()7 11) F (Zo, 1) F (Zo, )\) — ablehnen
® (20,011) - (z,11) - (20,1) F (21, A) — akzeptieren!
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NFAs und DFAs sind dquivalent, d.h. zu jedem DFA kann ein NFA
konstruiert werden, der die gleiche Sprache akzeptiert und
andersherum ebenso.
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DFA = NFA

Satz

NFAs und DFAs sind dquivalent, d.h. zu jedem DFA kann ein NFA
konstruiert werden, der die gleiche Sprache akzeptiert und
andersherum ebenso.

DFA — NFA

Jeder DFA kann auch als spezieller NFA gesehen werden, indem
man

n(z,x) ={dp(z,x)} und Zsarr = {20}
setzt (dyy ist die Uberfiihrungsfunktion des NFA, &p die des DFA).
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DFA = NFA

Satz

NFAs und DFAs sind dquivalent, d.h. zu jedem DFA kann ein NFA
konstruiert werden, der die gleiche Sprache akzeptiert und
andersherum ebenso.

DFA — NFA

Jeder DFA kann auch als spezieller NFA gesehen werden, indem
man

n(z,x) ={dp(z,x)} und Zsarr = {20}
setzt (dyy ist die Uberfiihrungsfunktion des NFA, &p die des DFA).

NFA — DFA
Andersherum geht es mit der Potenzautomatenkonstruktion.
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Zu jeder von einem NFA A akzeptierte Menge L kann ein DFA B
konstruiert werden mit L(B) = L.
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Der Potenzautomat

Satz

Zu jeder von einem NFA A akzeptierte Menge L kann ein DFA B
konstruiert werden mit L(B) = L.

Die Konstruktion
Sei A= (Z,%,0, Zstart, Zena) der NFA. Wir definieren
B=(Z'Y,0, z,2.,) mit

Q 7 =27

QY =X

© &' (M, x) := Uzemd(z, x) oder alternativ

(M, x) :=Uzemi{z € Z|(z,x,2) e K
Q 20 = Zstart
Q@ 7, :={Me2? | MN Zeng # 0}
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Wohin nun von {zg, z;} mit a und b?
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Der Potenzautomat - Ein Beispiel

a,b

b

(2)—CaD
Wohin nun von {zy, z1} mit a und b?

Verfahren: Man geht alle Zustinde der Menge durch (hier zg und
71), guckt fiir jeden wohin man im NFA (!) mit dem jeweiligen
Symbol (z.B. a) kommt und tut alle dabei herauskommende
Zustande in eine Menge. Dies ist der Nachfolgezustand im DFA.
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Der Potenzautomat - Ein Beispiel

a,b

Qa/‘\avb
& ©)

Es ist 0(z0,a) = {z0,z1} und 0(z1,a) = z» also insgesamt
8 ({z0, 21}, a) = {20, z1, z2} und dhnlich fiir b:
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Und fertig!
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Zusammenfassung

Wichtige Anmerkung

o Jeder DFA akzeptiert eine Sprache. Man kann auch sagen,
dass er eine (kompakte) Beschreibung dieser Sprache ist
bzw. jener Worter, die in der Sprache enthalten sind.
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Zusammenfassung

Wichtige Anmerkung

o Jeder DFA akzeptiert eine Sprache. Man kann auch sagen,
dass er eine (kompakte) Beschreibung dieser Sprache ist
bzw. jener Worter, die in der Sprache enthalten sind.

@ Eine Menge/Sprache ist gerade dann reguldr, wenn es einen
DFA gibt, der sie akzeptiert. Regular zu “sein” ist also gerade
iiber die Automaten definiert!

Frank Heitmann heitmann@informatik.uni-hamburg.de 11/57



Wiederholung n
Mehr zu REG Wiederholung

AaEns Lambda-Kanten

Zusammenfassung

Wichtige Anmerkung

o Jeder DFA akzeptiert eine Sprache. Man kann auch sagen,
dass er eine (kompakte) Beschreibung dieser Sprache ist
bzw. jener Worter, die in der Sprache enthalten sind.

@ Eine Menge/Sprache ist gerade dann reguldr, wenn es einen
DFA gibt, der sie akzeptiert. Regular zu “sein” ist also gerade
iiber die Automaten definiert!

@ Die Familie der reguldren Sprachen ist dann die
“Ansammlung” all jener Sprachen fiir die es einen DFA gibt,
der sie akzeptiert.

Frank Heitmann heitmann@informatik.uni-hamburg.de 11/57



Wiederholung
Mehr zu REG
Ausklang

Wiederholung
Lambda-Kanten

Zusammenfassung

Wichtige Anmerkung

o Jeder DFA akzeptiert eine Sprache. Man kann auch sagen,
dass er eine (kompakte) Beschreibung dieser Sprache ist
bzw. jener Worter, die in der Sprache enthalten sind.

@ Eine Menge/Sprache ist gerade dann reguldr, wenn es einen
DFA gibt, der sie akzeptiert. Regular zu “sein” ist also gerade
iiber die Automaten definiert!

@ Die Familie der reguldren Sprachen ist dann die
“Ansammlung” all jener Sprachen fiir die es einen DFA gibt,
der sie akzeptiert.

@ Wir haben nun gelernt: Der NFA tut auch genau dies! Die
Aussage eine Sprache ist regular ist also gleichbedeutend
damit, dass es einen DFA gibt, der sie akzeptiert oder damit,
dass es einen NFA gibt, der sie akzeptiert.
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Man kann einem NFA zusatzlich zu dem bisherigen noch erlauben
e \-Kanten (oder e-Kanten)

zu benutzen. " o e e o e
(und der Lesekopf auf dem Eingabeband geht nicht weiter). Es
findet nur ein Zustandswechsel statt.
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Lambda-Kanten

Man kann einem NFA zusatzlich zu dem bisherigen noch erlauben
e A\-Kanten (oder e-Kanten)

zu benutzen. Nutzt man diese, liest man nichts vom Eingabeband
(und der Lesekopf auf dem Eingabeband geht nicht weiter). Es
findet nur ein Zustandswechsel statt.
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Lambda-Kanten

Man kann einem NFA zusatzlich zu dem bisherigen noch erlauben
e A\-Kanten (oder e-Kanten)

zu benutzen. Nutzt man diese, liest man nichts vom Eingabeband
(und der Lesekopf auf dem Eingabeband geht nicht weiter). Es
findet nur ein Zustandswechsel statt.
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Lasst euch von der Einfachheit des Beispiels nicht tduschen. Die
Kanten konnen sehr niitzlich sein.

Begriffe wie Rechnung etc. waren nun anzupassen

Man kann zeigen, dass man einen NFA mit A\-Kanten in einen
A-freien NFA umwandeln kann (und letztendlich dann auch in
einen DFA).
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Lambda-Kanten

Lasst euch von der Einfachheit des Beispiels nicht tduschen. Die
Kanten konnen sehr niitzlich sein.

Begriffe wie Rechnung etc. wéren nun anzupassen )

Wissen

Man kann zeigen, dass man einen NFA mit A-Kanten in einen
A-freien NFA umwandeln kann (und letztendlich dann auch in
einen DFA).
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Vorgehen

Wir wollen A-Kanten in bestimmten Kontexten benutzen. Wir
wissen dann, dass wir solch einen NFA auch in einen DFA
umwandeln konnen, die Sprache also regular ist. Wir werden aber
weder formal die A-Kanten einfiihren, noch den Beweis fiihren,
dass auch NFA mit ihnen wieder genau die reguldren Sprachen
akzeptieren. Wir werden sie einfach informal benutzen.
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Lambda-Kanten

Vorgehen

Wir wollen A-Kanten in bestimmten Kontexten benutzen. Wir
wissen dann, dass wir solch einen NFA auch in einen DFA
umwandeln konnen, die Sprache also regular ist. Wir werden aber
weder formal die A-Kanten einfiihren, noch den Beweis fiihren,
dass auch NFA mit ihnen wieder genau die reguldren Sprachen
akzeptieren. Wir werden sie einfach informal benutzen.

Literaturhinweis

|

Interessierte finden die Konstruktion im Skript und in [HMU] (siehe
Literaturhinweis zu Anfang).
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Bisher kennen wir zur Beschreibung einer reguldren Sprache

o DFAs
o NFAs
@ NFAs mit A-Kanten

Wir lernen jetzt noch eine dritte Moglichkeit kennen...




Bisher kennen wir zur Beschreibung einer reguldren Sprache

o DFAs
o NFAs
@ NFAs mit A-Kanten

Wir lernen jetzt noch eine dritte Moglichkeit kennen...




Wir wollen Sprachen mit Ausdriicken der Art

e at
e (at+(b-c))*

beschreiben...

Man kennt das vielleicht aus Programmiersprachen... J




Sei X ein Alphabet. Die reguldaren Ausdriicke iiber X sind induktiv
definiert durch:

© 0 ist ein reguldrer Ausdruck, der die Menge My = () beschreibt.

@ Fiir jedes a € ¥ ist a ein regularer Ausdruck, der die Menge
M, = {a} beschreibt.

© Sind X und Y reguldare Ausdriicke, die die Mengen Mx und My

beschreiben, dann beschreibt

o (X +Y) die Menge Mx U My
o (X -Y) die Menge Mx - My
e X* die Menge My und

o X die Menge M.

© Nur die so erzeugten Ausdriicke sind reguldre Ausdriicke.
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Regulare Ausdriicke

Definition (Reguldre Ausdriicke)

Sei X ein Alphabet. Die reguldaren Ausdriicke tiber ¥ sind induktiv
definiert durch:

@ 0 ist ein reguldrer Ausdruck, der die Menge My = ) beschreibt.
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Regulare Ausdriicke

Definition (Reguldre Ausdriicke)

Sei ¥ ein Alphabet. Die regularen Ausdriicke tiber ¥ sind induktiv
definiert durch:

@ 0 ist ein reguldrer Ausdruck, der die Menge My = ) beschreibt.

@ Fir jedes a € ¥ ist a ein reguldrer Ausdruck, der die Menge
M, = {a} beschreibt.
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Regulare Ausdriicke

Definition (Reguldre Ausdriicke)
Sei ¥ ein Alphabet. Die regularen Ausdriicke tiber ¥ sind induktiv
definiert durch:

@ 0 ist ein reguldrer Ausdruck, der die Menge My = ) beschreibt.

@ Fir jedes a € ¥ ist a ein reguldrer Ausdruck, der die Menge
M, = {a} beschreibt.

© Sind X und Y regulire Ausdriicke, die die Mengen Mx und My
beschreiben, dann beschreibt

(X 4+ Y) die Menge Mx U My
(X - Y) die Menge Mx - My
X* die Menge M und

X7 die Menge M.
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Beispiele (= fiir “beschreibt die Menge"):

o (a+b) =({apu{b}) ={a b}

@ Abgesehen von + fiir U also recht dhnlich zu den
Mengenoperationen, die wir schon kennen!

@ Wir benutzen die iiblichen Klammerersparnis regeln wie - vor
+ und hoch + bzw. hoch * vor -.




Regulire Ausdriicke
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Beispiele

Beispiele (= fiir “beschreibt die Menge”):

o (a+b)*=({a}U{b})" ={a,b}*
o (a-b) = {a} - {b} = {ab}

Anmerkung
@ Abgesehen von + fiir U also recht dhnlich zu den

Mengenoperationen, die wir schon kennen!
@ Wir benutzen die iiblichen Klammerersparnis regeln wie

+ und hoch + bzw. hoch * vor -.

- Vor
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Beispiele

Beispiele (= fiir “beschreibt die Menge”):

o (a+b)*=({a}U{b})" ={a,b}*
o (a-b) = {a} - {b} = {ab}
0 a-b*+b-a*={a} {b}*U{b} {a}*

Anmerkung

@ Abgesehen von + fiir U also recht dhnlich zu den
Mengenoperationen, die wir schon kennen!

@ Wir benutzen die iiblichen Klammerersparnis regeln wie - vor
4+ und hoch + bzw. hoch % vor -.
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Beispiele

Beispiele (= fiir “beschreibt die Menge”):

o (a+b)"=({atu{b})* ={a, b}*

o (a-b)={a}-{b} = {ab}

@ a-b*+b-a*={a} -{b}*u{b} {a}*
o )*=0"={\}

Anmerkung

@ Abgesehen von + fiir U also recht dhnlich zu den
Mengenoperationen, die wir schon kennen!

@ Wir benutzen die iiblichen Klammerersparnis regeln wie - vor
4+ und hoch + bzw. hoch % vor -.
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Man kann nun zeigen:

Sei A ein reguldrer Ausdruck und My die von A beschriebene
Menge. Dann gibt es einen DFA A" mit L(A") = Ma.




Man kann nun zeigen:

Sei A ein reguldrer Ausdruck und My die von A beschriebene
Menge. Dann gibt es einen DFA A" mit L(A") = Ma.

Sei A’ ein DFA. Dann gibt es einen reguldren Ausdruck A so dass
L(A") = My fiir die von A beschriebene Menge M.
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Aquivalenzbeweis

Man kann nun zeigen:

Satz

Sei A ein regulidrer Ausdruck und My die von A beschriebene
Menge. Dann gibt es einen DFA A" mit L(A") = Ma.

Satz

Sei A’ ein DFA. Dann gibt es einen reguldren Ausdruck A so dass
L(A") = My fiir die von A beschriebene Menge M.

Die beiden Modelle sind also wieder dquivalent. Auch mit reguldren
Ausdriicken lassen sich also genau die reguldren Sprachen beschrei-
ben.
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Aquivalenzbeweis

Wir skizzieren jetzt recht knapp beide Richtungen. Fiir spater geniigt
es, wenn ihr wisst, dass die Aquivalenz besteht. Trotzdem hier jetzt
einmal die ldee(n) und die Literaturhinweise fiir Interessierte...
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Die Richtung “reguldrer Ausdruck — DFA" ist relativ einfach.

@ Zu jeder Operation bei der Erstellung eines reguladren
Ausdrucks gibt man ein Verfahren an, wie man einen NFA
konstruieren kann.
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Aquivalenzbeweis - Die Idee 1

Die Richtung “reguldrer Ausdruck — DFA" ist relativ einfach.

@ Zu jeder Operation bei der Erstellung eines reguliren
Ausdrucks gibt man ein Verfahren an, wie man einen NFA
konstruieren kann.

Z.B. zum rationalen Ausdruck a einfach
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Aquivalenzbeweis - Die Idee 1

Die Richtung “reguldrer Ausdruck — DFA" ist relativ einfach.

@ Zu jeder Operation bei der Erstellung eines reguliren
Ausdrucks gibt man ein Verfahren an, wie man einen NFA
konstruieren kann.

Z.B. zum rationalen Ausdruck a einfach

@— @)
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Z.B. zum rationalen Ausdruck A- B

Gre ) @




Z.B. zum rationalen Ausdruck A- B
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Z.B. zum rationalen Ausdruck A- B

[CRg=oomE.




Z.B. zum rationalen Ausdruck A+ B




Z.B. zum rationalen Ausdruck A+ B

(e




Z.B. zum rationalen Ausdruck A+ B

A "'* """




Z.B. zum rationalen Ausdruck A+ B
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Aquivalenzbeweis - Die Idee 1

Anmerkung
@ Dies kann man fiir alle Operatoren machen und kann dann so
wie der reguldre Ausdruck Stiick fiir Stiick aufgebaut ist, auch
den Automaten dafiir Stiick fiir Stiick aufbauen.
@ Im richtigen Verfahren wird noch auf Dinge geachtet, wie dass
man nur einen Startzustand und Endzustand hat etc. (so wie
oben).
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Aquivalenzbeweis - Die Idee 1

Anmerkung
@ Dies kann man fiir alle Operatoren machen und kann dann so
wie der reguldre Ausdruck Stiick fiir Stiick aufgebaut ist, auch
den Automaten dafiir Stiick fiir Stiick aufbauen.
@ Im richtigen Verfahren wird noch auf Dinge geachtet, wie dass
man nur einen Startzustand und Endzustand hat etc. (so wie
oben).

Literaturhinweis

Interessierte finden die Konstruktion in [HMU] (und auf andere Wei-
se im Skript).
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Die andere Richtung (DFA — reguldrer Ausdruck) ist schwieriger!
Die Idee

Mittels einer Rekursionsformel werden Worte beschrieben, die auf
bestimmten Pfaden im Automaten liegen. Damit lassen sich letzt-
endlich alle akzeptierten Worte beschreiben (also die akzeptierte
Sprache) und (!) wir bendtigen dafiir nur endlich oft die einfachen
Operationen U, - und %, was mit regularen Ausdriicken geht.
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Aquivalenzbeweis - Die Idee 2

Die andere Richtung (DFA — reguldrer Ausdruck) ist schwieriger!

Mittels einer Rekursionsformel werden Worte beschrieben, die auf
bestimmten Pfaden im Automaten liegen. Damit lassen sich letzt-
endlich alle akzeptierten Worte beschreiben (also die akzeptierte
Sprache) und (!) wir benétigen dafiir nur endlich oft die einfachen
Operationen U, - und %, was mit reguldren Ausdriicken geht.
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Kern des Beweises ist es die Zustande durchzunummerieren zy, 2>, ..., z,
(21 ist der Startzustand) und dann folgende Rekursionsformel zu benutzen

k _
RE =

{x]0(zi,x) =zjoder (x=A)A(i=j)}, fallsk=0
Rilfjil U Rik,ljl ' (Rfll) ) Rfjl falls k 2 1

In R,‘fj sind genau jene Worte enthalten, die gelesen werden kdnnen, wenn

@ in z; begonnen wird
@ in z geendet wird und
@ dabei nur Zustinde aus {z, 2, ..., zi } besucht werden.

Man berechnet dann gerade die Ry, mit z, € Z.pq, vereinigt diese und
ist fertig.

Literaturhinweis

Interessierte finden die Konstruktion im Detail inkl. Beweis im Skript und
in [HMU].



Kern des Beweises ist es die Zustande durchzunummerieren zy, 2>, ..., z,
(21 ist der Startzustand) und dann folgende Rekursionsformel zu benutzen

Rk _{ {x|5(z,,x)—zj oder (x—)\)/\(i:j)}, falls k=0

RISTURS (RO R falls k > 1

,J )
In R,‘fj sind genau jene Worte enthalten, die gelesen werden kdnnen, wenn
@ in z; begonnen wird
@ in z geendet wird und
@ dabei nur Zustinde aus {z, 2, ..., 7} besucht werden.

Man berechnet dann gerade die Ry, mit z, € Z.pq, vereinigt diese und
ist fertig.

Literaturhinweis

Interessierte finden die Konstruktion im Detail inkl. Beweis im Skript und
in [HMU].
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Aquivalenzbeweis - Die Idee 2

Kern des Beweises ist es die Zustande durchzunummerieren zy, 2, ..., z,
(21 ist der Startzustand) und dann folgende Rekursionsformel zu benutzen

{ {x|6(zi,x) = zj oder (x=AX)A (i =j)}, falls k=0

k _
R RISTURS - (REMT - RG falls k > 1

L=

In R,-kj sind genau jene Worte enthalten, die gelesen werden kdnnen, wenn

@ in z; begonnen wird
@ in z geendet wird und

@ dabei nur Zustinde aus {z, z, ..., zx} besucht werden.
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@ in z; begonnen wird
@ in z geendet wird und

@ dabei nur Zustinde aus {z, z, ..., zx} besucht werden.

Man berechnet dann gerade die Rﬂx mit z, € Zeng, vereinigt diese und
ist fertig.
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Man berechnet dann gerade die Rﬂx mit z, € Zeng, vereinigt diese und
ist fertig.

Literaturhinweis

Interessierte finden die Konstruktion im Detail inkl. Beweis im Skript und
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Zusammenfassung

Zusammenfassung

Zu jeder regularen Sprache L gibt es
@ einen DFA Amit L(A) =L
@ einen NFA B mit L(B) =L
@ einen NFA mit A-Kanten C mit L(C) =L
@ einen reguldren Ausdruck D, der L beschreibt (Mp = L).

DFAs, NFAs, NFAs mit A-Kanten und regulare Ausdriicke sind also
dquivalent.
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Abschlusseigenschaften

Definition
Sei f; eine einstellige Operation auf Mengen und £, eine
zweistellige Operationen. D.h. wenn M, M, zwei Mengen sind,
dann sind auch fi(M) und f( My, My) Mengen.
@ Eine Sprachfamilie C ist abgeschlossen gegeniiber der
Operation f; bzw. f,, wenn fiir jedes R € C auch fi(R) € C
gilt bzw. wenn fiir Ry, R, € C auch f(Ry, R2) € C gilt.
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Abschlusseigenschaften

Definition

Sei f; eine einstellige Operation auf Mengen und £, eine
zweistellige Operationen. D.h. wenn M, M, zwei Mengen sind,
dann sind auch fi(M) und f( My, My) Mengen.

@ Eine Sprachfamilie C ist abgeschlossen gegeniiber der
Operation fi bzw. f,, wenn fiir jedes R € C auch fi(R) € C
gilt bzw. wenn fiir Ry, R, € C auch f(Ry, R2) € C gilt.

Beispiel
Oft schreibt man die Operatoren in Infix-Notation (d.h. den Operator
zwischen die Argumente). Beispiele in einem anderen Kontext sind
z.B. die Addition bei den natiirlichen Zahlen. )
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Abschlusseigenschaften

Ziel

Wir wollen jetzt Abschlusseigenschaften fiir die reguldren Sprachen
untersuchen, also z.B. ob fiir zwei reguldre Sprachen L1, L, € REG
auch

o L; ULy € REG
o L € REG
o L e REG

gilt.
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Abschlusseigenschaften

Ziel
Wir wollen jetzt Abschlusseigenschaften fiir die reguldren Sprachen
untersuchen, also z.B. ob fiir zwei reguldre Sprachen L1, L, € REG
auch

o L; ULy € REG
o L € REG
o L e REG

gilt.

Vorgehen

Die Argumentation ist dann immer “Seien L1 und L, regulire
Sprachen, dann ..., also ist auch L; o Ly regular”.
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Viele Abschlusseigenschaften kriegen wir durch reguldre Ausdriicke
“geschenkt”, da wir ja wissen, dass diese reguldre Sprachen
beschreiben.

Nach Definition sind nun auch A; + Ay,
Ap - Ay, A1+, A] reguldre Ausdriicke, die die Mengen L; U Ly,
Ly - Ly, Ll+ und L] beschreiben. Diese sind folglich auch regular.
(Da jede Sprache, die von einem reguldren Ausdruck beschrieben
werden kann, regular ist.) O



Viele Abschlusseigenschaften kriegen wir durch reguldre Ausdriicke
“geschenkt”, da wir ja wissen, dass diese reguldre Sprachen
beschreiben.

Die regularen Sprachen sind abgeschlossen gegeniiber U, -, +, . l

Nach Definition sind nun auch A; + Ay,
Ap - Ay, Af, A7 reguldre Ausdriicke, die die Mengen L1 U Lo,
Li- Ly, Ll+ und L] beschreiben. Diese sind folglich auch regular.
(Da jede Sprache, die von einem reguldren Ausdruck beschrieben
werden kann, regular ist.) O
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Einfache Abschlusseigenschaften

Viele Abschlusseigenschaften kriegen wir durch reguldre Ausdriicke
“geschenkt”, da wir ja wissen, dass diese reguldre Sprachen
beschreiben.

Satz
Die reguldren Sprachen sind abgeschlossen gegeniiber U, -, +, . J

Beweis.

Seien L1, L, € REG. Dann gibt es reguldre Ausdriicke A1, Ay, die
L1 bzw. L, beschreiben.
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Einfache Abschlusseigenschaften

Viele Abschlusseigenschaften kriegen wir durch reguldre Ausdriicke
“geschenkt”, da wir ja wissen, dass diese reguldre Sprachen
beschreiben.

Satz
Die reguldren Sprachen sind abgeschlossen gegeniiber U, -, +, . J

Beweis.

Seien L1, L, € REG. Dann gibt es reguldre Ausdriicke A1, Ay, die
L1 bzw. Ly beschreiben. Nach Definition sind nun auch A; + As,
A1 - Ao, Af, A] reguldre Ausdriicke, die die Mengen L1 U Lo,

Ly - Ly, L und L beschreiben.
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Einfache Abschlusseigenschaften

Viele Abschlusseigenschaften kriegen wir durch reguldre Ausdriicke
“geschenkt”, da wir ja wissen, dass diese reguldre Sprachen
beschreiben.

Satz
Die reguldren Sprachen sind abgeschlossen gegeniiber U, -, +, .

Beweis.

Seien L1, L, € REG. Dann gibt es reguldre Ausdriicke A1, Ay, die
L1 bzw. Ly beschreiben. Nach Definition sind nun auch A; + As,
A1 - Ao, Af, A] reguldre Ausdriicke, die die Mengen L1 U Lo,

Ly Ly, Lf und L] beschreiben. Diese sind folglich auch regular.
(Da jede Sprache, die von einem reguldren Ausdruck beschrieben
werden kann, regulr ist.) O
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Und Komplementbildung ... 7

Definition
Sei L C ¥*. Dann ist

L={weX|w¢gl}

das Komplement von L.

Ideen 7!
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Sei L C Y*. Dann ist

L={weX*|wgl}

das Komplement von L.
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Und Komplementbildung ... 7

Sei L C Y*. Dann ist

L={weX*|wgl}

das Komplement von L.

Ideen ?!

Mit vollstandigen DFAs?



Die regularen Sprachen sind gegeniiber KomBIementbi/dung
abgeschlossen, d.h. ist L € REG, dann auch L € REG.

Sei L € REG. Dann gibt es einen vollstindigen DFA A mit
L(A) = L. Wir konstruieren nun einen vollstandigen DFA A" aus A
wie folgt:

@ Alles von A libernehmen
@ z € Z in A Endzustand, dann in A’ nicht

@ z € Z in A kein Endzustand, dann einer in A’



Die regularen Sprachen sind gegeniiber KomEIementbi/dung
abgeschlossen, d.h. ist L € REG, dann auch L € REG.

Sei L € REG. Dann gibt es einen vollstandigen DFA A mit
L(A) = L. Wir konstruieren nun einen vollstindigen DFA A" aus A
wie folgt:

@ Alles von A libernehmen
@ z € Z in A Endzustand, dann in A’ nicht

@ z € Z in A kein Endzustand, dann einer in A’
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Komplement

Satz

Die reguldren Sprachen sind gegeniiber Komplementbildung
abgeschlossen, d.h. ist L € REG, dann auch L € REG.

Beweis.

Sei L € REG. Dann gibt es einen vollstindigen DFA A mit

L(A) = L. Wir konstruieren nun einen vollstandigen DFA A" aus A
wie folgt:

@ Alles von A iibernehmen
@ z € Z in A Endzustand, dann in A’ nicht

@ z € Z in A kein Endzustand, dann einer in A’
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Die regularen Sprachen sind gegeniiber Komplementbildung
abgeschlossen, d.h. ist L € REG, dann auch L € REG.

(Wir haben gerade End- und Nicht-Endzustande getauscht.)
Wourde ein Wort nun von A akzeptiert (die Rechnung endet in
einem Endzustand), so wird es von A’ nicht akzeptiert (kein
Endzustand). Wurde ein Wort von A nicht akzeptiert (Rechnung
endet in einem Nicht-Endzustand), so wird es von A" akzeptiert
(Endzustand). Damit gilt L(A") = L. O
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Komplement

Satz

Die regularen Sprachen sind gegeniiber Komplementbildung
abgeschlossen, d.h. ist L € REG, dann auch L € REG.

Beweis.

(Wir haben gerade End- und Nicht-Endzustidnde getauscht.)
Wourde ein Wort nun von A akzeptiert (die Rechnung endet in
einem Endzustand), so wird es von A’ nicht akzeptiert (kein
Endzustand).
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Komplement

Satz

Die regularen Sprachen sind gegeniiber Komplementbildung
abgeschlossen, d.h. ist L € REG, dann auch L € REG.

Beweis.

(Wir haben gerade End- und Nicht-Endzustidnde getauscht.)
Wourde ein Wort nun von A akzeptiert (die Rechnung endet in
einem Endzustand), so wird es von A’ nicht akzeptiert (kein
Endzustand). Wurde ein Wort von A nicht akzeptiert (Rechnung
endet in einem Nicht-Endzustand), so wird es von A" akzeptiert
(Endzustand).
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Komplement

Satz

Die regularen Sprachen sind gegeniiber Komplementbildung
abgeschlossen, d.h. ist L € REG, dann auch L € REG.

Beweis.

(Wir haben gerade End- und Nicht-Endzustidnde getauscht.)
Wourde ein Wort nun von A akzeptiert (die Rechnung endet in
einem Endzustand), so wird es von A’ nicht akzeptiert (kein
Endzustand). Wurde ein Wort von A nicht akzeptiert (Rechnung
endet in einem Nicht-Endzustand), so wird es von A" akzeptiert
(Endzustand). Damit gilt L(A") = L. O
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Seien L1, L, € REG, dann ist auch L1 N L, € REG. I

Ideen?
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Produkt/Durchschnitt

Satz
Seien L1, Ly € REG, dann ist auch L1 N L, € REG. J

Ideen?

Wir gehen von zwei Automaten aus (fiir L1 und Ly). Ein neuer Auto-
mat muss dann die Worter akzeptieren, die beide Automaten akzep-
tieren. Dazu merken wir uns in einem Zustand des neuen Automaten
jeweils in welchem Zustand der erste und in welchem der zweite Au-
tomat ist.
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Beweis.
Seien Ay = (Z1,%1,01,21,0, Z1,end) A2 = (22, %2, 02,220, Z2,end)
vollstandige DFAs mit L(A1) = L1 und L(A2) = Lp.
konstruieren C = (Z3, Y 3,03, Z30, Z3,end) mit

Z3
23
730

Z3.end

Zl X Zz
>1MNXo
(71,0, 22,0)

Zl,end X Z27end




Seien Ay = (Z1,%1,01, 21,0, Z1,end) A2 = (22, %2,02, 22,0, 22 end)
vollstandige DFAs mit L(A1) = L3 und L(A2) = Lp. Wir
konstruieren C = (Z3, X3, 03, 23,0, Z3 end) Mit

Z3 = Zl X Z2
>3 = Y1NXs
z30 = (z10,220)

Z&end = Zl,end ><Z2,end




Wiederholung
Mehr zu REG
Ausklang

Der Produktautomat

Reguldre Ausdriicke
Abschlusseigenschaften
Ausblick

Beweis.

Seien Ay = (Z1,%1,01, 21,0, Z1,end) A2 = (Z2,%2,02, 22,0, Z2,end)
vollstandige DFAs mit L(A;) = Ly und L(A2) = Ly. Wir
konstruieren C = (Z3, X3, 03, 23,0, Z3,end) Mit

Z3 =
23

730

Z3,end =

Zl X 22
>1MNXs
(21,0, 22,0)

Zl,end X Z2,end
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Der Produktautomat

Beweis.

Seien Ay = (Z1,%1,01,21,0, Z1,end) A2 = (22, X2, 02, 22,0, Z2,end)
vollstandige DFAs mit L(A;) = Ly und L(A2) = Ly. Wir
konstruieren C = (Z3, X3, 03, 23,0, Z3,end) Mit

Z3 = Zl X 22
23 = Y1NXs
230 = (210,220)
Z3,end = Zl,end X Z2,end

33((z1, 22), x) (61(z1, x), 6(22, X))
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Im Produktautomaten C wird also

@ in der ersten Komponente eine Rechnung von A; und

@ in der zweiten Komponente eine Rechnung von Aj

gemacht. Daraus folgt schnell die Korrektheit:
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Der Produktautomat

Im Produktautomaten C wird also

@ in der ersten Komponente eine Rechnung von A; und

@ in der zweiten Komponente eine Rechnung von As

gemacht. Daraus folgt schnell die Korrektheit:

~

53(23,0, W) € Z3.end < 01(21,0, W) € Z1.end A 02(22,0, W) € Zo.end
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Will man einen Produktautomaten konstruieren, so

@ beginnt man in (z1,0,22,0)
@ berechnet 0(z10,x) und 0(22,0, x) fiir jedes x € X (sind fiir ein
x beide definiert, ist dies ein neuer Nachfolgezustand)

@ So fahrt man dann fort ...

Im Grund genommen dhnlich zur Potenzautomatenkonstruktion, nur
dass man hier im ersten Tupelelement immer wie im ersten Automa-
ten und im zweiten Tupelelement immer wie im zweiten Automaten
rechnet.
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Der Produktautomat - Konstruktion

Will man einen Produktautomaten konstruieren, so

@ beginnt man in (21,0, 22,0)

@ berechnet 0(z1 0, x) und §(z2,0, x) fiir jedes x € X (sind fiir ein
x beide definiert, ist dies ein neuer Nachfolgezustand)

Frank Heitmann heitmann@informatik.uni-hamburg.de 42/57



Wiederholung Reguldre Ausdriicke
Mehr zu REG Abschlusseigenschaften
Ausklang Ausblick

Der Produktautomat - Konstruktion

Will man einen Produktautomaten konstruieren, so

@ beginnt man in (21,0, 22,0)

@ berechnet 0(z1 0, x) und §(z2,0, x) fiir jedes x € X (sind fiir ein
x beide definiert, ist dies ein neuer Nachfolgezustand)

@ So fahrt man dann fort ...
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Der Produktautomat - Konstruktion

Will man einen Produktautomaten konstruieren, so

@ beginnt man in (21,0, 22,0)

@ berechnet 0(z1 0, x) und §(z2,0, x) fiir jedes x € X (sind fiir ein
x beide definiert, ist dies ein neuer Nachfolgezustand)

@ So fahrt man dann fort ...

Im Grund genommen 3hnlich zur Potenzautomatenkonstruktion, nur
dass man hier im ersten Tupelelement immer wie im ersten Automa-
ten und im zweiten Tupelelement immer wie im zweiten Automaten
rechnet.
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Abschlusseigenschaften - Zusammenfassung

Satz

Die regularen Sprachen sind abgeschlossen gegeniiber

Vereinigung U

Konkatenation -

“hoch +"

“hoch *"

Komplementbildung

Durchschnitt N )

Fiir Interessierte
Es gelten weitere Abschlusseigenschaften. Siehe z.B. [HMU].
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Eine Anmerkung

Im Skript wird dies teilweise andersherum gemacht. Wir haben hier
mittels reguldren Ausdriicken einige der Abschlusseigenschaften so-
fort gekriegt. Im Skript wird zunichst gezeigt, dass z.B. REG ge-
geniiber U abgeschlossen ist und dies dann beim Beweis benutzt,
dass die regularen Ausdriicke und DFAs dquivalent sind.

Frank Heitmann heitmann@informatik.uni-hamburg.de 44 /57



Wiederholung Reguldre Ausdriicke
Mehr zu REG Abschlusseigenschaften
Ausklang Ausblick

Moglichkeiten und Grenzen

Wir kénnen nun sehr viele Sprachen konstruieren, die alle regular
sind. Sind z.B. Ly, L reguldr. Dann auch (in etwas schluderiger
Schreibweise)

° (L1+L2)*‘L1-L;-LT
o (Lj-a*- L3)*
o

dennoch wissen wir, dass wir nur endlich viele Informationen
speichern konnen (der DFA hat nur endlich viele Zusténde).
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Intermezzo ...




@ Die naive Wortsuche dauert O(n - m) Schritte

@ Verbesserungen sind méglich (z.B. mit booleschen Flags
welche Buchstaben man schon entdeckt hat), aber dies ist
fehleranfallig und im Grunde baut man Automaten nach.
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Wortsuche mit Automaten

@ Wortsuche mit Automaten braucht nur O(n) Schritte!

@ Vorher muss der Automat aus dem Pattern erzeugt werden.

@ Zur Info: Dies kann man in O(m - |¥|) machen.

@ Wenig fehleranfillig. Methoden fiir den Automaten miissen
nur einmal geschrieben werden!
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Deswegen z.B. auch die ganzen Konstruktionen. Man konnte jetzt
ein Tool schreiben, in dem

@ jemand einen reguldren Ausdruck eingibt
@ dieser wird in einen Automaten umgewandelt (automatisch)
@ bzw. in Code (so dass wir eine Methode fiir § haben)

@ der dann fiir eine effiziente Wortsuche benutzt werden kann
Anwendungen z.B.:

@ Suchen in Texten
@ Suchen nach Schliisselworten beim Kompilieren
@ Suchen in DNA-Sequenzen

o ...
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Deswegen

Deswegen z.B. auch die ganzen Konstruktionen. Man konnte jetzt
ein Tool schreiben, in dem

@ jemand einen reguldren Ausdruck eingibt
@ dieser wird in einen Automaten umgewandelt (automatisch)
@ bzw. in Code (so dass wir eine Methode fiir § haben)

@ der dann fiir eine effiziente Wortsuche benutzt werden kann
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Deswegen

Deswegen z.B. auch die ganzen Konstruktionen. Man konnte jetzt
ein Tool schreiben, in dem

@ jemand einen reguldren Ausdruck eingibt
@ dieser wird in einen Automaten umgewandelt (automatisch)
@ bzw. in Code (so dass wir eine Methode fiir § haben)

@ der dann fiir eine effiziente Wortsuche benutzt werden kann
Anwendungen z.B.:

@ Suchen in Texten

@ Suchen nach Schliisselworten beim Kompilieren
@ Suchen in DNA-Sequenzen

o
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Eine Sprache, die nicht geht, oder?

Wir kdnnen nun sehr viele Sprachen konstruieren, die alle regular
sind. Sind z.B. Ly, L, reguldr. Dann auch

° (L1+L2)*‘L1-L3_~L>{
o (Lj- ad. L§)+
°
dennoch wissen wir, dass wir nur endlich viele Informationen

speichern konnen (der DFA hat nur endlich viele Zustande).
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Ideen fiir einen DFA?
Was ist das Problem?




L:={a"b" | ne N} J

Ideen fur einen DFA?
Was ist das Problem?




lalalblb] | [ | |eeee
4

bAIA N LA

a, L | AL b, A | A
a,A| AA

=l [ [ | | |eooe




Nichstes Mal:

o Kellerautomat richtig einfiihren

@ Werkzeuge kennenlernen, um zu zeigen, dass es wirklich nicht
mit DFAs geht




Wiederholung
Mehr zu REG Wiederholung
Ausklang

Zusammenfassung

Wir haben heute

@ NFA mit A-Kanten und

@ reguldre Ausdriicke
eingefiihrt.

Sollt ihr wissen

Beide solltet ihr lesen kdnnen und bei beiden solltet ihr Wissen,
dass man die in DFAs umwandeln kann.

v
Konnt ihr wissen...

Interessierte kdnnen die Konstruktionen im Detail und die zugehori-
gen Beweise im Skript finden.
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Wiederholung
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Ausklang

Zusammenfassung

Zusammenfassung

Zu jeder regularen Sprache L gibt es
@ einen DFA Amit L(A) =L
@ einen NFA B mit L(B) =L
@ einen NFA mit A-Kanten C mit L(C) =L
@ einen reguldren Ausdruck D, der L beschreibt (Mp = L).

DFAs, NFAs, NFAs mit A-Kanten und regulare Ausdriicke sind also
dquivalent.
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Wiederholung
Mehr zu REG Wiederholung
Ausklang

Zusammenfassung

Wir haben uns dann noch Abschlusseigenschaften angesehen:

Satz

Die reguldren Sprachen sind (u.a.) abgeschlossen gegeniiber
Vereinigung U

Konkatenation -

“hoch +"

“hoch x”

Komplementbildung

Durchschnitt N
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Wiederholung
Mehr zu REG Wiederholung
Ausklang

Zusammenfassung

Was ihr bis zur ndchsten Woche kennen solltet:

Was DFAs sind und wie die funktionieren

Was NFAs sind und wie die funktionieren

Was reguldre Ausdriicke sind und wie man damit Sprachen
beschreibt.

@ A\-Kanten kennen

@ Wissen, dass DFA, NFA, NFA mit A-Kanten und regulare
Ausdriicke im Prinzip “das Gleiche” sind.

e Konstruktionsmethoden (zu einer Sprache M einen
Automaten A machen)

e und der Beweis L(A) = M.

@ Potenzautomatenkonstruktion (die Konstruktion)

@ Abschlusseigenschaften fiir REG. Welche gelten? Wie gehen
die Konstruktionen?
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