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Die Klassen P und NP

Definition (Reduktion)

Seien Ly, L, € {0,1}* zwei Sprachen. Wir sagen, dass Ly auf Ly in
polynomialer Zeit reduziert wird, wenn eine in Polynomialzeit
berechenbare Funktion f : {0,1}* — {0, 1}* existiert mit

x € Ly genau dann wenn f(x) € L,

fiir alle x € {0,1}* gilt. Hierfiir schreiben wir dann Ly <, L>. f
wird als Reduktionsfunktion, ein Algorithmus der f berechnet als
Reduktionsalgorithmus bezeichnet.

Eine Reduktion ist im Kern auch einfach ein Algorithmus. Es werden
Probleminstanzen eines Problems in Probleminstanzen eines anderen
Problems umgewandelt. Im Kern findet also eine (algorithmische)
Konvertierung statt.
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P := {L|es gibt ein Polynom p und eine
p(n)-zeitbeschrinkte DTM A,
die L entscheidet}

NP := {L| es gibt ein Polynom p und eine
p(n)-zeitbeschrankte NTM A,
die L entscheidet}

Eine Sprache L ist in P, wenn eine eine DTM A und ein Polynom p
existiert, so dass A bei einer Eingabe w der Lange n nach p(n) Schritten
spatestens anhalt und dann korrekt akzeptiert oder ablehnt.
Entsprechend ist L in NP, wenn eine NTM existiert, die analog zu
obigem auf jeder Rechnung auf w nach p(n) Schritten halt.
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@ Ja-Instanzen (x € A) auf Ja-Instanzen (f(x) € B) abbilden,

@ Nein-Instanzen (x ¢ A) auf Nein-Instanzen (f(x) & B).

@ Gleiche Antwort auf die Fragen 'x € A?' und 'f(x) € B?'

@ Viele Ja-Instanzen kénnen auf eine Ja-Instanz abgebildet
werden. (Daher auch als 'many-one’-Reduktion bezeichnet.)
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Eine Sprache L C {0,1}* wird als NP-vollstindig bezeichnet, wenn
Q@ Le NP und
Q L' <, L fiir jedes L' € NP gilt.
Kann man fiir L zun3chst nur die zweite Eigenschaft beweisen, so
ist L NP-schwierig (-schwer/-hart).

Alle NP-vollstdndigen Probleme bilden die Komplexitatsklasse
NPC.

Methode zum Beweis der NP-Vollstandigkeit einer Sprache L:

Q Zeige L € NP.
@ Wsihle ein L' € NPC aus.

© Gib einen Algorithmus an, der ein f berechnet, das jede
Instanz x € {0,1}* von L’ auf eine Instanz f(x) von L
abbildet (also eine Reduktion).

© Beweise, dass f die Eigenschaft x € L' gdw. f(x) € L fiir jedes
x € {0,1}* besitzt.

© Beweise, dass f in Polynomialzeit berechnet werden kann.

Die letzten drei Punkte zeigen L’ <, L. Mit dem vorherigen Satz
folgt daraus und aus den ersten beiden Punkten L € NPC.

Seien L1, Ly € {0,1}* mit Ly <, Lo, dann folgt aus L, € P auch
L € P.

Sei L € NPC. Ist nun L € P, so ist NP = P. I

Ist L1 <p Ly und Ly <p L3, so ist L1 <p L3.

Sei L eine Sprache und L' € NPC. Gilt L' <, L, so ist L
NP-schwierig. Ist zusitzlich L € NP, so ist L NP-vollstindig.

SAT = {(¢) | ¢ ist eine erfiillbare aussagenlogische Formel}

Das Erfiillbarkeitsproblem der Aussagenlogik, SAT, ist historisch das
erste NP-vollstindige Problem. Weitere:

CNF = {(¢) | ¢ ist eine erfiillbare aussagenlogische Formel in KNF}

3CNF = {(¢) € CNF |
jede Klausel hat genau drei verschiedene Literale}
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NP-vollstandige Probleme (2) NP-vollstandige Probleme (3)
Definition (Clique) Definition (Big-Clique)
CLIQUE = {(G, k) | G enthilt einen K* als Teilgraphen} Big-Clique = {(G) |

G enthilt eine Clique aus mindestens |V/(G)|/2 Knoten}

Definition (Independent Set)

Prasenzaufgabe Blatt 14 J
Gegeben ist ein ungerichteter Graph G = (V, E) und ein k € N.
Enthilt G ein Independent Set der GréBe k, d.h. k Knoten bei Es gibt viele weitere NP-vollstandige Probleme und einige Probleme
denen keine zwei miteinander verbunden sind? haben wir gesehen (ohne den Nachweis gemacht zu haben, dass sie

in NPC sind), z.B. das Teilsummenproblem, das Mengenpartitions-
Prasenzaufgabe Blatt 13 ) problem usw.
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Ausblick: Wie [6st man die Probleme dennoch? Bei neuen Problemen

Fragen/Aufgaben bei einem neuen Problem bzw. einer neuen

Wir wissen jetzt, dass es Probleme in NPC gibt und dass es dort
Fragestellung:

viele wichtige Probleme gibt. Wir wissen aber auch, dass man diese
Probleme deterministisch nur sehr schlecht (in 20(7) Igsen kann.

Ausdriicken / Modellieren / Formalisieren
Entscheidbar (gut) oder unentscheidbar (schlecht)?
In P (gut)?

In NPC (schlecht)?

Letzteres kann man mit obigen versuchen anzugehen!

Dennoch gibt es Méglichkeiten diese Probleme zu attackieren:

@ Einschrinkung der Eingabe (z.B. Baume statt Graphen)

@ Approximationsalgorithmen (man kriegt nicht das Optimum)

e Randomisierte Algorithmen (z.B. manchmal kein Ergebnis)
@ Heuristiken (Laufzeit und Giite des Ergebnisses meist unklar) Das ist nur ein erster grober Einstieg in das Wechselspiel von Algo-
rithmenentwurf und Komplexitatstheorie. Es gibt dann neben P und

° ...
NPC noch vieles weitere zu entdecken...
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Welche Aussage gilt unter der Annahme P # NP ?

@ P C NP C NPC

@ P C NPC C NP

© P C NPC und NP C NPC

© P C NP und NPC C NP und PN NPC = 0)

@ keins davon

Hat man L; <, Ly, was stimmt?

©@ Wenn L; unentscheidbar ist, dann auch L.
@ Wenn L, unentscheidbar ist, dann auch L;.
© Keines davon

Sei NPH die Klasse der NP-schwierigen Probleme. Was gilt?

@ NPCNNPH =

@ NPC N NPH # () aber auch NPC \ NPH # () und
NPH \ NPC # ()

@ NPH C NPC
Q@ NPC C NPH
@ keins davon

Sei A NP-schwierig. Was stimmt unter der Annahme P # NP?

Q@ AcP
@ Ac NP
Q@ AcNP\P
Q@ Ac P\ NP

@ keins davon
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Fragen

Sei Lypc € NPC und die Komplexitdt von L, unbekannt. Welche
Reduktion miissen Sie zeigen, um L, als NP-vollstindig
nachzuweisen?

@ L[, auf Lypc reduzieren
© Lpnpc auf L, reduzieren
© Beide oben genannten Reduktionen

@ Welche Richtung ist wegen der Eigenschaft der Reduktion
(x € Ly gdw. f(x) € L>) egal.
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Fragen

Zur Nachbereitung

@ 4. ist richtig. Alle anderen entfallen, da sie P € NPC
enthalten, woraus P = NP folgt.

@ 4. ist richtig. Jedes NP-vollstandige Problem ist auch
NP-schwierig, da fiir NP-schwierig weniger verlangt wird.

© 1. ist richtig.

Q 5. ist richtig. Wenn A NP-schwierig ist, dann kann A auch
auBerhalb von NP liegen (es kdnnte aber auch noch A € NP
und damit A € NPC gelten, dann ist A€ NP\ P).

© 2. ist richtig. Zudem muss noch L; € NP gezeigt werden.

@ 3. ist richtig. Man kann in Polynomialzeit mit der Reduktion
L, auf Lypc reduzieren und dann (in NP) Lypc 16sen. Damit
hat man dann einen Algorithmus, der L, € NP zeigt.
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Sei nochmal Lypc € NPC und L; ein Problem mit unbekannter
Komplexitat. Was wissen Sie, wenn Sie doch L <, Lypc zeigen?

© Nichts! (Zumindest nichts hilfreiches!)
(2] L? € NPC
Q@ L, e NP

Q Lypc “erbt” die Komplexitat von L;, wenn wir diese ermittelt
haben.
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Zur Ubung wollen wir nun noch weitere Probleme als NP-vollstindig
nachweisen.
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2-SAT

Definition (2-SAT)

Sei 2-SAT die Menge aller (sinnvoll codierten) aussagenlogischen
Formeln, die mindestens zwei erfiillende Belegungen haben. Zeigen
Sie, dass 2-SAT NP-vollstandig ist.

Ideen 7
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2-SAT in NP
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Reduktion auf 2-SAT
Beweis
Wir zeigen nun SAT <, 2-SAT, woraus wegen SAT € NPC folgt,
dass 2-SAT NP-vollstandig ist.
Sie F eine aussagenlogische Formel. Sei ferner X eine nicht in F
auftretende atomare Formel. Die Reduktion macht aus F lediglich
die Formel G := FV X ...
Das wird nicht klappen! Ist F unerfiillbar, so hat G als erfiillende
Belegungen all jene, die X wahr machen und mit den Variablen aus
F etwas beliebiges machen. Das sind i.A. dann mehr als zwei
Belegungen!
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Beweis

Zunichst ist 2-SAT in NP. Als Zertifikat zu einer Formel F dienen
zwei Belegungen. Der Verifikationsalgortihmus iiberpriift dann, ob
die zwei Belegungen verschieden sind und ob jede die Formel F
erfiillt. Dies ist in Polynomialzeit moglich und das Problem damit
in NP. (Alternativ: Nichtdeterministisch werden zwei Belegungen
geraten und dann wie oben deterministisch iiberpriift, ob diese
verschieden sind und, falls ja, ob beide die Formel erfiillen.)
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Beweis

Wir zeigen nun SAT <, 2-SAT, woraus wegen SAT € NPC folgt,
dass 2-SAT NP-vollstindig ist.

Sie F eine aussagenlogische Formel. Sei ferner X eine nicht in F
auftretende atomare Formel. Die Reduktion macht aus F lediglich
die Formel G := (F A X) V (F A =X). Diese Reduktion geht ganz
bestimmt in polynomieller Zeit in der Lange der Eingabe (also in
der Lange von F). Es ist lediglich n&tig einmal iiber F zu lesen, um
die vorkommenden atomaren Formeln zu bestimmen und so eine
neue auswahlen zu kénnen und dann die gewiinschte Formel zu
bilden, die von der Lange in O(|F|) ist und daher auch in
Polynomialzeit konstruiert werden kann.
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Reduktion auf 2-SAT Reduktion auf 2-SAT
Beweis :
Es ist aber noch zu zeigen, dass F € SAT genau dann gilt, wenn ESEE
G € 2-SAT gilt. Sei dazu F € SAT, also gibt es eine Belegung A, Sei andersherum G € 2-SAT und sei A eine Belegung mit
die F wahr macht, d.h. A(F) =1 gilt. G wird dann von der A(G) = 1. A muss nun entweder £ A X oder F A =X wahr
Belegung A’ mit A'(A) = A(A) fiir jedes in F auftretende machen und damit aber auf jeden Fall auch F, woraus A(F) =1

folgt und damit F € SAT. (Tatsachlich sind F und G &quivalent,

Aussagesymbol A und A’(X) = 1 wahr gemacht und auch von der
eine Belegung, die G wahr macht, muss daher zwangslaufig auch F

Belegung A”, die wie A’ definiert ist mit der Ausnahme von

A”(X) = 0. Es gibt also mindestens zwei erfiillende Belegungen fiir wahr machen.) u
G und damit ist G € 2-SAT.
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Verallgemeinertes Minesweeper Formalisierung

Verallgemeinertes Minesweeper Formalisierung

Die folgende Beschreibung verallgemeinert das Spiel Minesweeper
auf einen ungerichteten Graphen: Sei G ein ungerichteter Graph.
Jeder Knoten von G enthélt entweder eine einzelne Mine oder ist

Zunachst missen wird das Problem formalisieren. Das Problem ist
nur dann schwierig, wenn es mehr freie Felder gibt, als noch Minen
zu platzieren sind (sonst ist es leicht in polynomieller Zeit zu

leer. Der Spieler kann eine Knoten wahlen. Ist es eine Mine, hat er losen). Das Problem kann daher durch ein Tupel (G, f, k)
verloren. Ist der Knoten leer, dann wird dieser mit der Anzahl der formalisiert werden, wobei G ein ungerichteter Graph ist,
direkt benachbarten Knoten beschriftet, die eine Mine enthalten. f:V — NU{—1} eine Funktion, die jedem Knoten v € V die
Der Spieler gewinnt, wenn alle leeren Knoten gewahlt wurden. Das Anzahl £(v) der benachbarten Minen zuweist oder die Zahl —1,

Problem ist nun folgendes: Gegeben ein Graph zuziiglich einiger
beschrifteter Knoten, ist es moglich Minen so auf die verbleibenden
Knoten abzulegen, dass jeder Knoten v, der mit k beschriftet ist,
genau k direkt benachbarte Knoten besitzt, die eine Mine
enthalten?

wenn der Knoten noch leer ist. Die Frage ist nun, ob k Minen so
auf jene Knoten v mit f(v) = —1 plaziert werden kdnnen, dass fiir
jeden Knoten v/ mit f(v') # —1 im Anschluss gilt, dass er gerade
f(v') benachbarte Knoten mit einer Mine hat.
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Mines ist in NP
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Reduktion

Beweis

Man kann leicht sehen, dass dieses Problem in NP ist. Ein
Zertifikat ist eine Liste der Knoten, auf denen eine Mine platziert
werden soll. Ein Verifikationsalgorithmus iiberpriift dann, ob diese
Liste k Knoten enthalt. Im Anschluss wird gepriift, ob jeder dieser
Knoten von f auf —1 abgebildet wird und zuletzt werden fiir jeden
Knoten mit f(v) # —1 die direkten Nachbarn gezihlt, die eine
Mine enthalten, und gepriift, ob dies gerade f(v) viele sind.
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Beweis

Zu zeigen, dass das Problem (nachfolgend Mines genannt)
NP-vollstandig ist, ist schwieriger. Wir geben hier eine Reduktion
von 3SAT an. Sei dazu F eine Formel mit den atomaren Formeln
A1,..., A, und den Klauseln K, ..., Kn,. Wir konstruieren einen
Graphen G und eine Funktion f wie folgt.

Fiir jedes A; erstellen wir drei Knoten v/, v,’f', v mit den Kanten
{vi,vi},{v/,vi}. Zudem setzen wir f(v') =1 und

f(v{) = f(vi) = —1. (Der Sinn ist, dass genau eine Mine auf v;
oder v; gesetzt werden kann und damit ausgesagt wird, ob A; mit
wahr oder falsch belegt wird.)

Reduktion
Beweis
Fiir jedes Kj = (Lj V L7 V L}) mit den Literalen L}, L%, L} erstellen wir

weiterhin neun KnoterLLr{, ué, u&E,E,E, uj,ﬁ{,dé und die Kanten

{d, v} {dy, W} A} {0} A, g}, {ug, i}, {ug, ), {ug, 05}
Ferner wird ] gerade mit v/ verbunden, wenn das Literal L} gerade die
atomare Formel A; ist. Ist hingegen L} = —~A;, dann wird /] mit v/
verbunden. Entsprechend fiir ué und ué Zuletzt werden die u{, uéué von
f mit 1 bewertet, der Knoten ¥/ mit 2 und alle anderen mit —1. Der Sinn

hier ist, dass wenn ein Literal mit wahr belegt wird, dass die Klausel wahr
macht gerade eine Mine wie oben beschrieben auf den zugehdrigen
Knoten gelegt wird. Dadurch bleibt dann mindestens eins der u? frei
wodurch, die Bedingung von « erfiillt werden kann. (Die Hilfskonten d{
und dé werden bendtigt, da auch mehr als ein Literal in einer Klausel
wahr gemacht werden kann.) Als Zahl k fiir die Anzahl der zu
platzierenden Minen setzen wir k := n+ 2m.
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Reduktion
Beweis
Die folgende Abbildung zeigt ein Beispiel Die abgebildeten Knoten
oben gehoren zu den Variablen Aj, ..., As. Unten im Bild sind die
beiden Konstrukte fiir die Klauseln K; = A; V =A> V A3 und
K, = A3V = A4 V = A zu sehen.
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Reduktion auf Mines Reduktion

Konstruktion fiir (A1 V =42 V A3) A (A3 V —As V —A2)

Beweis

Zur Laufzeit. Es werden fiir die atomaren Formeln 3 - n Knoten und
2 - n Kanten erzeugt und fiir die Klauseln 9 - m Knoten und 11 - m
Kanten also insgesamt nur polynomiell in n und k viele Knoten
und Kanten. Auch die Speicherung von f benétigt nur O(n) viel
Platz. Damit gelingt die Konstruktion in Polynomialzeit.

Es ist noch zu zeigen, dass F € 3SAT genau dann gilt, wenn

(G, f, k) € Mines gilt, wobei (G, f, k) wie oben beschrieben
konstruiert werden.
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Reduktion Reduktion
Beweis .
: . : : Beweis.
Sei zunichst F € 3SAT und wieder mit den atomaren Formeln Ay, ... A, _ )
und den Klauseln Ki, ..., Km, wobei K; = (L} V L2 V L3) sei. Insb. ist F Sei andersherum (G, f, k) € Mines, dann kénnen k = n+2m
nun erfiillbar, d.h. es gibt eine Belegung A, die in jeder Klausel K; Minen in G platziert werden und die Anforderungen von f so
mindestens ein Literal wahr macht. In G kénnen nun Minen wie folgt erfullt werden.Zunachst muss nach Konstruktion von G stets
plaziert werden: Zunachst wird, wenn A(A;) = 1 ist auf v; eine Mine genau einer der Knoten v/, vi mit einer Mine belegt werden (da
gelegt, sonst auf v{. Die Anforderung der Knoten v’ sind damit erfiillt sonst die Anforderungen von vi nicht erfiillt wiren). Wir
und es sind n Minen platziert. . . )
. . s 2 . . . : behaupten, dass die Belegung A, die A; genau dann zu wahr
Fiir jedes Literal L7, dass nun in einem K; nicht wahr gemacht wird, wird P ; . - ~
- . auswertet, wenn auf v/ eine Mine liegt, eine erfiillende Belegung
zudem a”fﬁ” eine Mine gelegt. Man beachte, dass von den drei von F ist. Ist es moglich, dass A eine Klausel K nicht erfiillt?
mgghchen Uf:_ genau zwischen 0 und 2 nun so belegt werden, da Nein, denn das wiirde nach Konstruktion bedeuten, dass, um die
mindestens ein Literal pro Klausel von A wahr gemacht werden muss. Anforderungen der Knoten u/, ., Ué zu erfiillen, alle Knoten

Nun werden noch c!ie Hilfsplatze d{ und dé so mit Minen belegt, dass die — == = ' )
Anforderung von o/ erfiillt werden (dass in seiner Nachbarschaft zwei Ujla UJ27 Ué mit einer Mine belegt waren, was den Anforderungen von

Minen liegen). Damit sind alle Anforderungen erfiillt und es liegen die u;j widerspricht. Damit gilt F € 3SAT und wir sind fertig. O]
gewiinschten k Minen auf den Knoten von G, also ist (G, f, k) € Mines.
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In den letzten Kapiteln und heute haben wir

P eingefiihrt (effizient I6sbare Probleme)
NP eingefiihrt

NPC eingefiihrt (sehr wahrscheinlich nicht effizient I6sbare
Probleme)

NPH eingefiihrt
Fiir NPC haben wir zudem Reduktionen eingefiihrt
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