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NP

:= {L| es gibt ein Polynom p und eine
p(n)-zeitbeschrankte DTM A mit L(A) = L}

= U;j>1DTIME(n')

:= {L| es gibt ein Polynom p und eine
p(n)-zeitbeschrankte NTM A mit L(A) = L}

= Uj>1NTIME(n")




Wir haben im letzten Kapitel gesehen, dass wir statt mit Akzeptanz
auch mit Entscheidbarkeit arbeiten kdnnen. Damit ist dann:

@ Eine Sprache / ein Problem L ist in P, wenn ein Algorithmus
/ eine DTM A und ein Polynom p existiert, so dass A bei
einer Eingabe der Lange n nach p(n) Schritten spatestens
anhalt und dann korrekt akzeptiert oder ablehnt.

@ Entsprechend fiir NP mit einem nichtdeterministischem
Algorithmus / einer nichtdeterministischen TM. (Der Beweis
hierfiir geht analog!)
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Die Klassen P und NP

Wir haben im letzten Kapitel gesehen, dass wir statt mit Akzeptanz
auch mit Entscheidbarkeit arbeiten konnen. Damit ist dann:

@ Eine Sprache / ein Problem L ist in P, wenn ein Algorithmus
/ eine DTM A und ein Polynom p existiert, so dass A bei
einer Eingabe der Lénge n nach p(n) Schritten spatestens
anhalt und dann korrekt akzeptiert oder ablehnt.
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Turingmaschinen und Algorithmen

Zu Turingmaschinen und Algorithmen

Man beachte noch einmal die Ahnlichkeit zwischen
Turingmaschinen und Algorithmen. (Man denke auch noch einmal
an die Church-Turing-These und die erweiterte
Church-Turing-These!)

Man kann also auch mit Algorithmen arbeiten, sollte sich dann
aber auf elementare Operationen beschrinken und einige
Besonderheiten beachten (z.B. muss man Platz anders messen).
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Q Gilt Li,Ly € P, dann auch Ly U Lo, Ly N Lo, Ly, Ly - Lo, Ly e P.
@ Gilt Li,L, € NP, dann auch Ly U Ly, Ly N Ly, Ly - L, LI € NP.

Beweis fiir Vereinigung und Komplement?
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Abschlusseigenschaften

Satz (Abschlusseigenschaften)

© Gilt Li,L, € P, dann auch L; U Ly, L1 N Lz,fh Ly Ly, LI eP.
e Gilt Ll7 L2 € NP, dann auch Ll U L2, Ll N L27 Ll . L2, LI € NP.

Beweis.

Beweis fiir Vereinigung und Komplement? Fiir Komplementabschluss von
P: Sei Ly € P und sei A; ein Algorithmus, der L; entscheidet. Um

L; € P zu zeigen, ist es lediglich nétig die Ausgabe von A; zu invertieren.
Ein Algorithmus A fiir L; startet bei Eingabe x also zunichst A; (mit
Eingabe x) und invertiert dann das Ergebnis, d.h. liefert A; als Riickgabe
1, so liefert A eine 0, liefert A; eine 0, so liefert A eine 1.

Gilt also x € Ly (in diesem Fall liefert A; eine 1), so liefert A eine 0, was
x & L; bedeutet (was wegen x € L; korrekt ist). Entsprechend fiir x ¢ L;.
Dass A in polynomieller Zeit lauft, wenn A; dies tut, ist klar, da nur ein
weiterer Schritt notig ist. O
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P und NP Probleme in P und NP
Reduktionen Die Klasse NP

Ein Problem in P

Typisches Beispiel eines Problems in P:

G = (V, E) ist ein ungerichteter Graph,
s,teV,

PATH = {(G, s, t,k) | k > 0 ist eine ganze Zahl und }
es existiert ein s-t-Pfad in G,
der aus hochstens k Kanten besteht.

Mit Dijkstras Algorithmus kann man dieses Problem in
Polynomialzeit [6sen.
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Ein Problem in NP

Typisches Beispiel eines Problems in NP:

G = (V, E) ist ein ungerichteter Graph,
s,teV,

L-PATH = {(G, s, t, k) | k > 0 ist eine ganze Zahl und }
es existiert ein s-t-Pfad in G,
der aus mindestens k Kanten besteht.

Wie [6st man dieses Problem mit einem nichtdeterministischen
Algorithmus in Polynomialzeit?
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Entscheidungs- und Optimierungsprobleme

Anmerkung

Wie auch schon bei der Entscheidbarkeit macht es auch bei den
Klassen P und NP keinen wichtigen Unterschied, ob man die
Entscheidungsprobleme (gibt es einen (kurzen) Pfad der Lange
hochstens k7) oder die Optimierungsprobleme (berechne den
kiirzesten Pfad) betrachtet. Sie sind mit vertretbaren Aufwand
ineinander {iberfiihrbar. Fiir uns ist es hier aber praktischer mit
Sprachen und daher mit den Entscheidungsproblemen zu arbeiten.
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Weitere Probleme in NP

Definition (Independent Set)

Gegeben ist ein ungerichteter Graph G = (V, E) und ein k € N.
Enthilt G ein Independent Set der GroBe k, d.h. k Knoten bei
denen keine zwei miteinander verbunden sind?

Folgender Algorithmus I6st das Problem:
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Weitere Probleme in NP

Definition (Independent Set)

Gegeben ist ein ungerichteter Graph G = (V, E) und ein k € N.
Enthilt G ein Independent Set der GroBe k, d.h. k Knoten bei
denen keine zwei miteinander verbunden sind?

Folgender Algorithmus |6st das Problem: Bei Eingabe G und k rate
zunichst nichtdeterministisch k Knoten von G (z.B. indem ein
Zahler mitgefiihrt wird oder indem fiir jeden Knoten von G geraten
wird, ob er gewahlt werden soll oder nicht und im Anschluss
iberpriift wird, dass genau k Knoten gewahlt wurden).
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Weitere Probleme in NP

Definition (Independent Set)

Gegeben ist ein ungerichteter Graph G = (V, E) und ein k € N.
Enthilt G ein Independent Set der GroBe k, d.h. k Knoten bei
denen keine zwei miteinander verbunden sind?

Folgender Algorithmus |6st das Problem: Bei Eingabe G und k rate
zunichst nichtdeterministisch k Knoten von G (z.B. indem ein
Zahler mitgefiihrt wird oder indem fiir jeden Knoten von G geraten
wird, ob er gewahlt werden soll oder nicht und im Anschluss
iberpriift wird, dass genau k Knoten gewahlt wurden). Dann
iiberpriife deterministisch fiir diese k Knoten, dass sie paarweise
nicht miteinander verbunden sind. Gehe hierzu die Kanten durch
und Uiberpriife, dass nie beide Enden einer Kante zu den gewahlten
Knoten gehoren.
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Weitere Probleme in NP

Definition (Independent Set)

Gegeben ist ein ungerichteter Graph G = (V, E) und ein k € N.
Enthilt G ein Independent Set der GroBe k, d.h. k Knoten bei
denen keine zwei miteinander verbunden sind?

Der eben vorgestellte Algorithmus ist korrekt, denn
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Weitere Probleme in NP

Definition (Independent Set)

Gegeben ist ein ungerichteter Graph G = (V, E) und ein k € N.
Enthilt G ein Independent Set der GroBe k, d.h. k Knoten bei
denen keine zwei miteinander verbunden sind?

Der eben vorgestellte Algorithmus ist korrekt, denn gibt es k
Knoten, die ein Independent Set bilden, so miissen diese k Knoten
bei einer Rechnung auch geraten werden und gibt es keine k
Knoten, die ein Indepenednet Set bilden, so kann auch keines
geraten werden.
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Knoten, die ein Independent Set bilden, so miissen diese k Knoten
bei einer Rechnung auch geraten werden und gibt es keine k
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geraten werden. Ferner arbeitet der Algorithmus in Polynomialzeit,
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Weitere Probleme in NP

Definition (Independent Set)

Gegeben ist ein ungerichteter Graph G = (V, E) und ein k € N.
Enthilt G ein Independent Set der GroBe k, d.h. k Knoten bei
denen keine zwei miteinander verbunden sind?

Der eben vorgestellte Algorithmus ist korrekt, denn gibt es k
Knoten, die ein Independent Set bilden, so miissen diese k Knoten
bei einer Rechnung auch geraten werden und gibt es keine k
Knoten, die ein Indepenednet Set bilden, so kann auch keines
geraten werden. Ferner arbeitet der Algorithmus in Polynomialzeit,
denn die Rate-Phase geht in O(V) und die anschliessende
deterministische Phase in O(E), also sind wir insgesamt in

O(V + E), was polynomiell in der Eingabe ist. Damit ist das
Problem in NP.
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SAT = {(¢) | ¢ ist eine erfiillbare aussagenlogische Formel}
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Weitere Probleme in NP

Definition (SAT)
SAT = {(¢) | ¢ ist eine erfiillbare aussagenlogische Formel}

Wir raten fiir jedes Aussagesymbol in ¢ eine Belegung (0 oder 1).
Nach dieser Rate-Phase iiberpriifen wir deterministisch, ob die so
geratene Belegung ¢ wahr macht. Falls ja, wird akzeptiert, sonst
abgelehnt. Der Algorithmus ist korrekt (gibt es eine erfiillende
Belegung, so wird sie gefunden, gibt es keine, kann keine gefunden
werden) und arbeitet in Polynomialzeit, also ist das Problem
wieder in NP.
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Weitere Probleme in NP

Definition (Lagerhaus-Problem)

Gegeben ist ein ungerichteter Graph G = (V, E), eine Entfernung
d € N und ein Budget g € N. Ist es moglich auf g Knoten
Lagerhaduser zu platzieren, so dass jeder Knoten des Graphen
maximal d Kanten von einem Lagerhaus entfernt ist?
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Weitere Probleme in NP

Definition (Lagerhaus-Problem)

Gegeben ist ein ungerichteter Graph G = (V, E), eine Entfernung
d € N und ein Budget g € N. Ist es moglich auf g Knoten
Lagerhaduser zu platzieren, so dass jeder Knoten des Graphen
maximal d Kanten von einem Lagerhaus entfernt ist?

Wir raten nichtdeterministisch g Knoten (so wie beim Independent
Set Problem). Im Anschluss bestimmt man fiir jeden der gewihlten
Knoten z.B. mit einer Breitensuche alle Knoten, die bis zu d
Kanten entfernt sind. Jeder so besuchte Knoten wird markiert
(ggf. mehrfach, aber die Markierung wird nicht riickgangig
gemacht). Dann wird noch iiberpriift, ob jeder Knoten aus G
markiert ist und akzeptiert, falls ja. Korrektheit? Laufzeit?

Frank Heitmann heitmann@informatik.uni-hamburg.de 12/41



P und NP Probleme in P und NP
Reduktionen Die Klasse NP

Die Klassen P und NP

Probleme in P gelten als effizient |6sbar. Man trifft etliche solcher
Probleme in typischen Algorithmenvorlesungen (Sortieren, Suchen
usw.) Das Ziel ist es meist, einen moglichst guten Algorithmus zu
finden, also einen der statt in O(n3) dann vielleicht in O(n?) lauft.
Die obigen Probleme in NP scheinen aber nicht effizient (in P)
|6sbar zu sein.
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Die Klassen P und NP

Probleme in P gelten als effizient |6sbar. Man trifft etliche solcher
Probleme in typischen Algorithmenvorlesungen (Sortieren, Suchen
usw.) Das Ziel ist es meist, einen moglichst guten Algorithmus zu
finden, also einen der statt in O(n3) dann vielleicht in O(n?) lauft.
Die obigen Probleme in NP scheinen aber nicht effizient (in P)
|6sbar zu sein.

Unser Ziel heute:

o Fiir Probleme, fiir die wir keinen Algorithmus in P finden, eine
Technik entwickeln, mit der wir sagen kdnnen, dass es dies
auch nicht gibt!

@ (Solch eine Technik gibt es aktuell nicht! Es gibt aber eine
Technik, mit der wir sagen kénnen, dass ein
Polynomialzeit-Algorithmus zumindest sehr unwahrscheinlich
ist.)
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Der weitere Ablauf:

@ Eine alternative Definition von NP

@ Probleme in NP deterministisch 18sen

@ Technik fiir oben angesprochenes entwickeln




G = (V,E) ist ein ungerichteter Graph,
s,teV,

L-PATH = {(G,s, t,k) | k > 0 ist eine ganze Zahl und }
es existiert ein s-t-Pfad in G,
der aus mindestens k Kanten besteht.
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Verifikation in polynomialer Zeit

G = (V, E) ist ein ungerichteter Graph,
s,teV,

L-PATH = {(G, s, t, k) | k > 0 ist eine ganze Zahl und }
es existiert ein s-t-Pfad in G,
der aus mindestens k Kanten besteht.

Anmerkung
@ Erscheint schwierig zu I6sen (zumindest effizient), aber
gegeben ein Pfad, kann schnell iberpriift werden, ob er die
Kriterien erfiillt.

@ Dies fiihrt zu einer alternativen Definition von NP ...

Frank Heitmann heitmann@informatik.uni-hamburg.de 15/41



P und NP Probleme in P und NP
Reduktionen Die Klasse NP

Verifikation in polynomialer Zeit

Definition (Verifikationsalgorithmus)

Ein Verifikationsalgorithmus A ist ein deterministischer Algorithmus
mit zwei Argumenten x,y € ¥*, wobei x die gewdhnliche Eingabe
und y ein Zertifikat ist. A verifiziert x, wenn es ein Zertifikat y gibt
mit A(x, y) = 1. Die von A verifizierte Sprache ist

L={xe{0,1}*|dy € {0,1}" : A(x,y) = 1}.
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Verifikation in polynomialer Zeit

Definition (Verifikationsalgorithmus)

Ein Verifikationsalgorithmus A ist ein deterministischer Algorithmus
mit zwei Argumenten x,y € ¥*, wobei x die gewdhnliche Eingabe
und y ein Zertifikat ist. A verifiziert x, wenn es ein Zertifikat y gibt
mit A(x, y) = 1. Die von A verifizierte Sprache ist

L={xe{0,1}*|dy € {0,1}" : A(x,y) = 1}.

Anmerkung

Es geht also insb. um die Eingabe x. Diese bilden die Sprache. Das
Zertifikat y kann vom Algorithmus genutzt werden, um zu
entscheiden, ob x € L gilt, oder nicht.
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In NP sind nun jene Sprachen, die durch einen Algoritmus in
polynomialer Zeit verifiziert werden konnen. Fiir das Zertifikat y
verlangen wir zusatzlich, dass |y| € O(|x|¢) (fiir eine Konstante ¢)

gilt.
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Die Klasse NP

In NP sind nun jene Sprachen, die durch einen Algoritmus in
polynomialer Zeit verifiziert werden konnen. Fiir das Zertifikat y
verlangen wir zusatzlich, dass |y| € O(|x|¢) (fiir eine Konstante c)
gilt. (Ist ein Algorithmus dann polynomiell in x (genauer: in |x|),
so auch in x und y.)
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Die Klasse NP

In NP sind nun jene Sprachen, die durch einen Algoritmus in
polynomialer Zeit verifiziert werden konnen. Fiir das Zertifikat y
verlangen wir zusatzlich, dass |y| € O(|x|¢) (fiir eine Konstante c)
gilt. (Ist ein Algorithmus dann polynomiell in x (genauer: in |x|),
so auch in x und y.)

Definition (NP)

L € NP gdw. ein Verifikationsalgorithmus A mit zwei Eingaben
und mit polynomialer Laufzeit existiert, so dass fiir ein ¢

es existiert ein Zertifikat y mit |y| € O(|x|€), )

L={xe{0,1)"] so dass A(x,y) =1 gilt

gilt.
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Nichtdeterminismus vs. Verifikation

Verifikation

Ein Verifikationsalgorithmus erhdlt neben der eigentlichen Eingabe
noch ein Zertifikat und kann damit iiberpriifen, dass die Eingabe in
der Sprache ist (zumindest, wenn es ein gutes Zertifikat ist).

Nichtdeterminismus

Ein nichtdeterministischer Algorithmus A kann 'raten’ und so in
einem Zustand z.B. eine Variable auf 0 und auf 1 setzen.
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noch ein Zertifikat und kann damit iiberpriifen, dass die Eingabe in
der Sprache ist (zumindest, wenn es ein gutes Zertifikat ist).

Nichtdeterminismus

Ein nichtdeterministischer Algorithmus A kann 'raten’ und so in
einem Zustand z.B. eine Variable auf 0 und auf 1 setzen.

Definition (Independent Set)

Gegeben ist ein ungerichteter Graph G = (V, E) und ein k € N.
Enthilt G ein Independent Set der GroBe k, d.h. k Knoten bei
denen keine zwei miteinander verbunden sind?
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Nichtdeterminismus vs. Verifikation

Satz (Nichtdeterminismus = Verifikation)

Die Definitionen von NP mittels Nichtdeterminismus und
Verifikationsalgorithmen sind dquivalent

Bemerkung

@ Um den Satz zu beweisen, iiberlegt man sich, wie man das
Problem von eben mit einem Verifikations- und wie mit einem

nichtdeterministischen Algorithmus I0st und generalisiert die
Idee.

@ Die Verifikationssicht wird oft in der Algorithmik benutzt.
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NP-Probleme losen

Wie l6st man nun NP Probleme deterministisch?
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NP-Probleme losen

Frage
Wie l6st man nun NP Probleme deterministisch?

Satz

Sei L € NP, dann gibt es ein k € N und einen deterministischen
Algorithmus, der L in 20(m) entscheidet.
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NP-Probleme losen

Frage
Wie l6st man nun NP Probleme deterministisch?

Satz

Sei L € NP, dann gibt es ein k € N und einen deterministischen
Algorithmus, der L in 20(m) entscheidet.

Beweis.

Beweisskizze/Idee: Ist L € NP, so gibt es einen
Verifikationsalgorithmus in O(n*) (n ist die Eingabelinge). Das
Zertifikat y hat eine Lange in O(n°).
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Beweis.

Beweisskizze/Idee: Ist L € NP, so gibt es einen
Verifikationsalgorithmus in O(n*) (n ist die Eingabelinge). Das
Zertifikat y hat eine Lange in O(n°). Man geht alle 20(")
Zertifikate durch und fiihrt fiir jeden den Verifikationsalgortihmus
aus.
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Algorithmus, der L in 20(m) entscheidet.

Beweis.

Beweisskizze/Idee: Ist L € NP, so gibt es einen
Verifikationsalgorithmus in O(n*) (n ist die Eingabelinge). Das
Zertifikat y hat eine Lange in O(n°). Man geht alle 20(")
Zertifikate durch und fiihrt fiir jeden den Verifikationsalgortihmus
aus. Dieses Verfahren ist in 20(7). Ol

’
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NP-Probleme losen

Nebenbemerkung

Zu der Laufzeitschranke von eben:
o Das Verfahren ist eigentlich in 20(") . O(n¥).
e Wegen n < 2" kann man dies nach oben mit 20(°) . 20(n")
abschatzen.

@ Nun darf man k > ¢ annehmen, da sonst der
Verifikationsalgorithmus eine Laufzeit hatte bei der er sich gar
nicht das ganze Zertifikat ansehen kann. Damit kann man
nach oben durch 20(n) . 20(n) abschitzen.

o Dies ist gleich 22:0(n) = 20(n"),
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Abgesehen von PATH sind alle anfangs betrachteten Probleme
(L-PATH, Independent Set, SAT, Lagerhaus-Problem)

@ in NP - und damit schnell nichtdeterministisch 16sbar
Die besten bekannten deterministischen Algorithmen

benotigen aber exponentielle Laufzeit!

Geht es wirklich nicht schneller?!?
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P vs. NP

Abgesehen von PATH sind alle anfangs betrachteten Probleme
(L-PATH, Independent Set, SAT, Lagerhaus-Problem)

@ in NP - und damit schnell nichtdeterministisch |6sbar
Die besten bekannten deterministischen Algorithmen

@ bendtigen aber exponentielle Laufzeit!
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P und NP Definition
Reduktionen Beispiele und Folgerung

Das Problem

Ziel und Hindernis

@ Falls nicht, wiirden wir gerne so etwas zeigen kdnnen wie
“dieses Problem lsst sich fiir kein k in O(nk) I8sen” .

@ Leider haben wir aktuell keine Moglichkeit untere
(Zeit-)Schranken fiir Probleme zu zeigen!
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Das Problem

Ziel und Hindernis

@ Falls nicht, wiirden wir gerne so etwas zeigen konnen wie
“dieses Problem l3sst sich fiir kein k in O(n*) l6sen”.

@ Leider haben wir aktuell keine Moglichkeit untere
(Zeit-)Schranken fiir Probleme zu zeigen!

Wir geben aber nicht auf und behelfen uns mit einem anderen
Ansatz...

@ Wir zeigen, dass Probleme eine bestimmte Eigenschaft haben,
so dass, wenn das Problem doch in P |6sbar ist, sehr
unwahrscheinliche Dinge folgen wiirde.

@ Dazu etablieren wir eine Art zu sagen, dass ein Problem zu
“den schwierigsten Problemen seiner Klasse” gehort.

@ Und dazu brauchen wir den Begriff der Reduktion ...
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Seien Ly, Ly C {0,1}* zwei Sprachen. Wir sagen, dass Ly auf Ly in
polynomialer Zeit reduziert wird, wenn eine in Polynomialzeit
berechenbare Funktion f : {0,1}* — {0,1}* existiert mit

x € Ly genau dann wenn f(x) € L

fiir alle x € {0, 1}* gilt. Hierfiir schreiben wir dann Ly <, Lp. f
wird als Reduktionsfunktion, ein Algorithmus der f berechnet als
Reduktionsalgorithmus bezeichnet.




P und NP Definition
Reduktionen Beispiele und Folgerung

Reduktionen

Definition (Reduktion)

Seien Ly, Ly C {0,1}* zwei Sprachen. Wir sagen, dass Ly auf Ly in
polynomialer Zeit reduziert wird, wenn eine in Polynomialzeit
berechenbare Funktion f : {0,1}* — {0,1}* existiert mit

x € Ly genau dann wenn f(x) € L

fir alle x € {0,1}* gilt.
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P und NP Definition
Reduktionen Beispiele und Folgerung

Reduktionen

Definition (Reduktion)

Seien Ly, Ly C {0,1}* zwei Sprachen. Wir sagen, dass Ly auf Ly in
polynomialer Zeit reduziert wird, wenn eine in Polynomialzeit
berechenbare Funktion f : {0,1}* — {0,1}* existiert mit

x € Ly genau dann wenn f(x) € L

fir alle x € {0,1}* gilt. Hierfiir schreiben wir dann Ly <, L. f
wird als Reduktionsfunktion, ein Algorithmus der f berechnet als
Reduktionsalgorithmus bezeichnet.

Andere Symbole fiir die Reduktion sind Ly <, L2 oder auch L; <k
L. Das m steht fiir “many-one”, da man zwei (oder mehr) x, y € L;
auf das gleiche f(x) = f(y) = u € L abbilden darf. (Ebenso zwei
(oder mehr) x',y" & Ly auf das gleiche f(x') = f(y') = v & L>.)
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P und NP Definition
Reduktionen Beispiele und Folgerung

Exkurs: Reduktionen allgemein

@ Allgemeiner ist zu zwei Sprachen A C ¥* und B C " eine
Reduktion eine Funktion f : ¥* - mit x € A
gdw. f(x) € B fiir alle x € *.

@ Den Sprachen konnen also verschiedene Alphabete zugrunde
liegen und die Reduktion muss (zunichst) nicht in
Polynomialzeit moglich sein.
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Exkurs: Reduktionen allgemein

@ Allgemeiner ist zu zwei Sprachen A C ¥* und B C " eine
Reduktion eine Funktion f : ¥* - mit x € A
gdw. f(x) € B fiir alle x € *.

@ Den Sprachen konnen also verschiedene Alphabete zugrunde
liegen und die Reduktion muss (zunichst) nicht in
Polynomialzeit moglich sein.

@ Man kann dann unterschiedliche Zeitreduktionen einfiihren
und so z.B. auch P-vollstindige Probleme definieren (was
dann die schwierigsten Probleme in P sind).
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P und NP Definition
Reduktionen Beispiele und Folgerung

Reduktionen: Erlauterungen

@ Ja-Instanzen (x € A) auf Ja-Instanzen (f(x) € B) abbilden,
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P und NP Definition
Reduktionen Beispiele und Folgerung

Reduktionen: Erlauterungen

@ Ja-Instanzen (x € A) auf Ja-Instanzen (f(x) € B) abbilden,

@ Nein-Instanzen (x ¢ A) auf Nein-Instanzen (f(x) ¢ B).

@ Gleiche Antwort auf die Fragen 'x € A?' und 'f(x) € B?’

@ Viele Ja-Instanzen kdnnen auf eine Ja-Instanz abgebildet
werden. (Daher auch als 'many-one’-Reduktion bezeichnet.)
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P und NP Definition
Reduktionen Beispiele und Folgerung

Reduktionen: Hinweis

Hinweis

Eine Reduktion ist im Kern auch einfach ein Algorithmus. Es
werden Probleminstanzen eines Problems in Probleminstanzen
eines anderen Problems umgewandelt. Im Kern findet also eine
(algorithmische) Konvertierung statt. Eine Java-Routine, die einen
String in eine Zahl umwandelt, tut im Grunde dhnliches.

Einige Beispiele fiir Reduktionen kennen wir im Grunde schon...
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TAUT = {(¢) | ¢ ist eine aussagenlogische Tautologie}
KONT = {(¢) | ¢ ist eine aussagenlogische Kontradiktion}

Die Reduktion muss aus einer
Instanz F von TAUT eine Instanz G von KONT machen. Die
Reduktion ist einfach: Zu F wird G := —F konstruiert. Zu zeigen
ist nun:

@ Wenn F € TAUT, dann G € KONT.
@ Wenn G € KONT, dann F &€ TAUT.
© Die Reduktion geht in Polynomialzeit.

Die sind bei diesem einfachen Beispiel alle klar, miindlich ...
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P und NP Definition
Reduktionen Beispiele und Folgerung

Reduktionen: Beispiel
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Instanz F von TAUT eine Instanz G von KONT machen.
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Der Sinn bei den Reduktion ist (u.a.), dass wir nun Probleme
durch Algorithmen fiir andere Probleme 16sen kdnnen. Im obigen
Beispielen:

@ Um eine Formel auf Tautologie zu priifen, kdnnen wir nun

@ die Formel algorithmisch durch die Reduktion in eine andere
Formel umwandeln und

@ diese auf Unerfiillbarkeit testen.

Hat man einen Unerfiillbarkeitstester (aber keinen
Tautologietester), so kann man den nun nutzen (und hat damit
jetzt auch einen Tautologietester).



P und NP Definition
Reduktionen Beispiele und Folgerung

Motivation

Der Sinn bei den Reduktion ist (u.a.), dass wir nun Probleme
durch Algorithmen fiir andere Probleme I&sen kdonnen. Im obigen
Beispielen:

@ Um eine Formel auf Tautologie zu priifen, kdnnen wir nun

o die Formel algorithmisch durch die Reduktion in eine andere
Formel umwandeln und

@ diese auf Unerfiillbarkeit testen.
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FOLG = {(4,v¢) | ¢ = 1 (aussagenlogisch)}
KONT = {(¢) | ¢ ist eine aussagenlogische Kontradiktion}

Zu zeigen ist wieder
@ Wenn (¢,1) € FOLG, dann ¢ A =) € KONT.
@ Wenn ¢ A —1) € KONT, dann (¢, ) € FOLG.
© Die Reduktion geht in Polynomialzeit.

Die sind bei diesem Beispiel wieder alle bekannt/klar, miindlich ...



P und NP Definition
Reduktionen Beispiele und Folgerung

Reduktionen: Beispiel

Definition (FOLG und KONT)

FOLG = {(¢,¢) | ¢ = ¥ (aussagenlogisch)}
KONT = {(¢) | ¢ ist eine aussagenlogische Kontradiktion}

Eine Reduktion FOLG <, KONT gelingt indem (¢, %) auf ¢ A —t)
abgebildet wird.

Frank Heitmann heitmann@informatik.uni-hamburg.de 30/41
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Reduktionen Beispiele und Folgerung

Reduktionen: Beispiel
Definition (FOLG und KONT)

FOLG = {(¢,¢) | ¢ = ¥ (aussagenlogisch)}
KONT = {(¢) | ¢ ist eine aussagenlogische Kontradiktion}

Eine Reduktion FOLG <, KONT gelingt indem (¢, %) auf ¢ A —t)
abgebildet wird. Zu zeigen ist wieder

@ Wenn (¢,v) € FOLG, dann ¢ A =) € KONT.
@ Wenn ¢ A —1) € KONT, dann (¢, ) € FOLG.
© Die Reduktion geht in Polynomialzeit.

Die sind bei diesem Beispiel wieder alle bekannt/klar, miindlich ...
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Sei 3CNF die Menge der (Kodierungen von) erfiillbaren
aussagenlogischen Formeln, die in KNF sind und derart, dass jede
Klausel genau drei verschiedene Literale enthalt.
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aussagenlogischen Formeln, die in KNF sind und derart, dass jede
Klausel genau drei verschiedene Literale enthalt.

CLIQUE = {(G, k) | G enthilt einen KX als Teilgraphen




P und NP Definition
Reduktionen Beispiele und Folgerung

Reduktionen: Beispiel

Definition (3CNF)

Sei 3CNF die Menge der (Kodierungen von) erfiillbaren
aussagenlogischen Formeln, die in KNF sind und derart, dass jede
Klausel genau drei verschiedene Literale enthalt.

Definition (Clique)

CLIQUE = {(G, k) | G enthilt einen K* als Teilgraphen

Wir wollen 3CNF <, CLIQUE zeigen ... J
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Wir zeigen 3CNF <, CLIQUE. Sei dazu ¢ = C; A ... A (i eine
Instanz von 3CNF mit k Klauseln. Seien ferner I, /5, I3 fiir
r=1,2,..., k die drei verschiedenen Literale in der Klausel C,.
Wir konstruieren eine Instanz (G, k) von CLIQUE wie folgt: Zu
jeder Klausel C, = (If V 15V I5) nehmen wir ein Tripel v{, v, v§ in
V auf. Zwei Knoten v und vjt sind nun genau dann miteinander
verbunden, wenn s # t gilt und die zugehorigen Literale nicht
zueinander komplementar sind (d.h. das eine ein positives das
andere ein negatives Literal der selben Variable ist). Der Wert k
der Instanz von CLIQUE entspricht der Anzahl der Klauseln von ¢.
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Reduktionen Beispiele und Folgerung

3CNF <, CLIQUE - Die Reduktion

Beweis

Wir zeigen 3CNF <, CLIQUE. Sei dazu ¢ = C; A ... A (i eine
Instanz von 3CNF mit k Klauseln. Seien ferner If, /5, I3 fiir
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Wir konstruieren eine Instanz (G, k) von CLIQUE wie folgt:
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Konstruktion zu

p=(xVyVz)A(xV-yV-z)A(xVyVz)




P und NP Definition
Reduktionen Beispiele und Folgerung

3CNF <, CLIQUE - lllustration

Konstruktion zu

p=(xVyVz)AN(xV-ayV-oz)A(xVyVz)
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P und NP Definition
Reduktionen Beispiele und Folgerung

3CNF <, CLIQUE - Konstruktion in P

Beweis

Diese Konstruktion ist in Polynomialzeit moglich, da man durch
einmal lesen der Formel die auftretenden Variablen und Klauseln
kennt und so die Knoten erzeugen kann. Die Kanten erzeugt man
dann schlimmstenfalls in dem man jeden Knoten mit allen Knoten
der anderen Tripel vergleicht und priift ob die zugehorigen Literale
komplementar sind. Sind sie es nicht, fiigt man eine Kante hinzu.
Dies geht dann in O(V?2) = O(¢?).
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Wir miissen noch zeigen, dass dies wirklich eine Reduktion ist, </~
gegebene Graph also genau dann eine Clique enthalt, wenn die
Formel erfiillbar ist. Sei die Formel erfiillbar, dann gibt es eine
Belegung die in jeder Klausel mindestens ein Literal wahr macht.
Nimmt man nun aus jeder Klausel eines dieser wahren Literale und
dann die jeweils zugehorigen Knoten aus den Tripeln so hat man
eine k-Clique, denn es sind k Knoten (da es k Klauseln sind) und
zu zwei Knoten v/, vjs gilt r # s (da die Literale aus verschiedenen
Klauseln, die Knoten also aus verschiedenen Tripeln gewahlt
wurden) und ferner sind die zu den Knoten gehdrigen Literale nicht
komplementar, da die Belegung dann nicht beide wahr machen
konnte. Die Knoten sind also durch eine Kante verbunden.




P und NP Definition
Reduktionen Beispiele und Folgerung

3CNF <, CLIQUE - Korrektheit

Beweis

Wir miissen noch zeigen, dass dies wirklich eine Reduktion ist, der
gegebene Graph also genau dann eine Clique enthilt, wenn die
Formel erfiillbar ist.
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Gibt es andersherum eine k-Clique V/,
einem anderen Tripel sein, da die Knoten in einem Tripel nicht
miteinander verbunden sind. Wir konnen nun dem zu einem Knoten
vl € V' zugehodrigem Literal I den Wert 1 zuweisen ohne dadurch
dem Literal und seinem Komplement den Wert 1 zuzuweisen, da
dann zwei Knoten in V/ sein miissten, die nicht miteinander
verbunden wiren (was nicht sein kann, da V'’ eine Clique ist).
Damit ist dann jede Klausel erfiillt, da aus jedem Tripel ein Knoten
und damit aus jeder Klausel ein Literal beteiligt ist und wir haben
somit eine erfiillende Belegung. Damit ist alles gezeigt. Ol




P und NP Definition
Reduktionen Beispiele und Folgerung

3CNF <, CLIQUE - Korrektheit

Beweis.

Gibt es andersherum eine k-Clique V’, so muss jeder Knoten aus
einem anderen Tripel sein, da die Knoten in einem Tripel nicht
miteinander verbunden sind. Wir konnen nun dem zu einem Knoten
vl € V' zugehodrigem Literal /7 den Wert 1 zuweisen ohne dadurch
dem Literal und seinem Komplement den Wert 1 zuzuweisen, da
dann zwei Knoten in V/ sein miissten, die nicht miteinander
verbunden wiren (was nicht sein kann, da V' eine Clique ist).
Damit ist dann jede Klausel erfiillt, da aus jedem Tripel ein Knoten
und damit aus jeder Klausel ein Literal beteiligt ist und wir haben
somit eine erfiillende Belegung. Damit ist alles gezeigt. O
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Seien Ly, Ly € {0,1}* mit Ly <, Lo, dann folgt aus L, € P auch
L, € P.

Wegen L; <, L gibt es eine Reduktionsfunktion f mit x € Ly
gdw. f(x) € Ly, die in Polynomialzeit berechenbar ist.

@ Wegen L, € P kann L, von einem Algorithmus Az in
Polynomialzeit entschieden werden.

@ Der Algorithmus A;, der Ly in Polynomialzeit entscheidet
arbeitet auf einer Eingabe x € {0, 1}* wie folgt:
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e Nutze Ay, um f(x) € Ly zu entscheiden.

e f(x) € L, gilt gdw. x € L; gilt.
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e Berechne f(x).
o Nutze Ay, um f(x) € L zu entscheiden.
@ A; arbeitet in Polynomialzeit: f kann in Polynomialzeit
berechnet werden und daher ist |f(x)| € O(|x|¢) (c eine
Konstante).
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Konstante). Die Laufzeit von A ist dann durch
O(If(x)|) = O(|x|<9) beschrankt.
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@ A; arbeitet in Polynomialzeit: f kann in Polynomialzeit
berechnet werden und daher ist |f(x)| € O(|x|¢) (c eine
Konstante). Die Laufzeit von A ist dann durch
O(|f(x)|9) = O(|x|¢9) beschrankt. Insgesamt arbeitet A;
also in Polynomialzeit: O(|x|¢ + |x|¢) = O(|x|¢9).
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Probleme durch andere losen

Satz

Seien Ly, Ly C {0,1}* mit Ly <, Ly, dann folgt aus L, € P auch
L, € P.

Anmerkung

Mit obigen Satz, kann man ein Problem (L) durch ein anderes
(L) lésen. Darum auch Reduktion: Statt einen Algortihmus fiir Lg
zu finden und so L; zu I8sen, findet man einen fiir Ly und |8st so
nicht nur Ly, sondern (dank des Reduktionsalgorithmus) auch L;.
Das Problem L; zu I6sen ist also darauf 'reduziert’ worden das
Problem L, zu |Gsen.

(Alternativ kann eine Reduktion als eine Transformation von einem
Problem in ein anderes angesehen werden.)
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e Ist A<, B, so ist A hochstens so schwierig wie B.

Hochstens/mindestens bezieht sich auf polynomiellen
Mehraufwand, der hier (im Falle von Problemen in P und NP) als
akzeptabel angesehen wird.
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P und NP Definition
Reduktionen Beispiele und Folgerung

Zusammenfassung

Zusammenfassung bisher:

@ In P sind jene Probleme, die in Polynomialzeit I6sbar sind,
e d.h. es gibt ein Polynom p, so dass bei einer Eingabe der
Linge n maximal p(n) Schritte bendtigt werden.
e Probleme in P gelten als effizient 16sbar.
@ In NP sind Probleme, die nichtdeterministisch in
Polynomialzeit I6sbar sind.

@ Ein NP Problem kann deterministisch auf jeden Fall in
Exponentialzeit gelost werden.

@ Um zu zeigen, dass es wahrscheinlich nicht schneller geht,
fiihren wir nichstes Mal mit Hilfe der Reduktionen den Begriff
der NP-Vollstandigkeit ein.

Frank Heitmann heitmann@informatik.uni-hamburg.de 41/41



	P und NP
	Probleme in P und NP
	Die Klasse NP

	Reduktionen
	Definition
	Beispiele und Folgerung


