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Zwei (pradikatenlogische) Formeln F und G sind dquivalent, falls
A(F) = A(G) fiir jede Struktur A gilt.
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Normalformen § Moy
ormatiorme Erfiillbarkeitsaquivalente Normalformen

Aussagenlogische Aquivalenzen

Definition
Zwei (pradikatenlogische) Formeln F und G sind dquivalent, falls
A(F) = A(G) fiir jede Struktur A gilt.

Satz

Wenn in zwei dquivalenten aussagenlogischen Formeln
pradikatenlogische Formeln (uniform) fiir die Aussagensymbole
substituiert werden, ergibt dies zwei dquivalente Formeln der
Pradikatenlogik.
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Wegen FAG = GAF ist auch VxP(x)AJyQ(y) = JyQ(y)AVxP(x).
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Aufgrund der semantischen Definition der Quantoren ergeben sich
weitere (pradikatenlogische) Aquivalenzen ...




Sei F eine beliebige pradikatenlogische Formeln. Es ist:

—-VxF = 3x-F
—3dxF = Vx-F
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Normalformen § Moy
ormaitorme Erfiillbarkeitsaquivalente Normalformen

Pradikatenlogische Aquivalenzen 2

Satz (Leere Quantifikation und Skopuserweiterung)
Seien F und G beliebige pradikatenlogische Formeln und trete x nicht frei
in G auf. Es ist:
G=VxG = 3IxG
(VxFAG) = Vx(FAG)
(VxFV G) = Vx(FVG)
(3xFAG) = 3Ix(FAG)
(3xFV G) = 3Ix(FVG)
(G=VxF) = Vx(G=F)
(G=3xF) = Ix(G=F)
(VxF = G) = 3x(F=G)
(3xF = G) = Vx(F = G)
Man beachte, dass keine neuen Variablen-Bindungen entstehen!
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Seien F und G beliebige pridikatenlogische Formeln. Es ist:

(VxF AVxG) = Vx(F A G)
(3xF v 3xG) Ax(F Vv G)




Seien F und G beliebige pridikatenlogische Formeln. Es ist:

(VxF AVxG) = Vx(F A G)
(IxF v 3IxG) = 3Ix(FVG)

Es gelten die folgenden Nicht-Aquivalenzen:

(VxF VVxG) # Vx(FV G)
(3xF A3xG) # 3Ix(F A G)




Sei F eine beliebige pradikatenlogische Formel. Es ist:

VxVyF = VyVxF
dxdyF = dydxF




Sei F eine beliebige pradikatenlogische Formel. Es ist:

VxVyF = VyVxF
dxdyF = dydxF

Es gilt die folgenden Nicht-Aquivalenzen:

Vx3dyF # dyVxF




Die Beweise verlaufen alle recht dhnlich:

(VxF A G)

= Vx(F A G) (x nicht frei in G)

gdw.
gdw.
gdw.
gdw.
gdw.

Die anderen zur Ubung ...

A(VxF A G) =
A(VxF) =1 und

ﬁjralledeUAxd(F)flundA( =
Xd(F)flund _1[><d( )

fur alle d € U
fiir alle d € U A

A(X(F A G)) =

A(G) =

a(F A

G) =

1

Konjunktion
Allquantor

x nicht frei in G
Konjunktion

Allquantor



Normalformen

Ein Beweis

Aquivalente Normalformen
Erfiillbarkeitsdquivalente Normalformen

Die Beweise verlaufen alle recht dhnlich:

(VxF A G) = Vx(F A G) (x nicht frei in G)

ANVXF ANG) =1
gdw. A(VxF)=1und A(G) =
gdw. fiiralled € U .A[X/d](F) 1 und A(G) =

gdw. fiir alle d € U A}, /q(F) =1 und .A[X/d](G) =1 x nicht freiin G

gdw. firalled e U .A[X/d](F/\ G) =
gdw. A(Vx(F A G)) =

Konjunktion
Allquantor

Konjunktion
Allquantor
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Ein Beweis

Die Beweise verlaufen alle recht dhnlich:

(VxF A G) = Vx(F A G) (x nicht frei in G) )
ANVXF ANG) =1

gdw. A(VxF)=1und A(G) = Konjunktion
gdw. fiiralled € U .A[X/d](F) 1 und A(G) = Allquantor
gdw. fiir alle d € U A}, /q(F) =1 und .A[X/d](G) =1 x nicht freiin G
gdw. fiir alle d € U A} /q)(F A G) = Konjunktion
gdw. A(Vx(FAG))=1 Allquantor
Die anderen zur Ubung ... J
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Um die Aquivalenzen nutzen zu koénnen, brauchen wir wieder ein
Ersetzbarkeitstheorem ...

Seien F und G aquivalente Formeln und trete F in H als Teilformel auf.
Gehe H" aus H hervor, indem F (in H) durch G ersetzt wird. Dann gilt
H=H.

Der Beweis gelingt wieder mit struktureller Induktion und verlduft wie im
aussagenlogischen Fall. Spannend sind die Quantoren: Wenn H; und Hj
aquivalent sind, dann gilt IxH; = IxH; und VxH; = VxH;.

Beweis dazu: Sei H; = Hj und A ein Modell von IxH;. Dann gibt es ein
d € U, so dass A[,/q)(H1) = 1. Wegen H; = Hj ist dann auch
A/q)(H;) = 1 und damit ist A(3xH;) = 1. Die andere Richtung und der
V-Fall werden analog bewiesen. O
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aquivalent sind, dann gilt 3xH; = IxH] und VxH; = VxH;.
Beweis dazu: Sei H; = Hj und A ein Modell von IxH;. Dann gibt es ein
d € U, so dass A, /q(H1) = 1. Wegen H; = Hj ist dann auch
Alx/d(H1) = 1 und damit ist A(dxH]) = 1. Die andere Richtung und der
V-Fall werden analog bewiesen. O
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Ersetzbarkeitstheorem
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Normalformen Erfiillbarkeitsiquivalente Normalformen

Beispiel

IxP(x) = —~VyQ(y)

=  IxP(x) = Jy-Q(y)
Vx(P(x) = Jy=Q(y))
= Wy(P(x) > Q)

Wichtige Anmerkung

Es geht bei diesen Beispielen nicht um den Sinn der Formel, nur um
die (Aquivalenz-)Umformungen!

”
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Stimmt diese Aquivalenz?

VxF(x) A VxG(x) = Vx(F(x) A G(x))

Q Ja!

@ Nein!

© Manchmal!

Q@ WeiB ich nicht ...




Stimmt diese Aquivalenz?

VxF(x)V G(x) = Vx(F(x) V G(x))

Q Ja!

@ Nein!

© Manchmal!

Q@ WeiB ich nicht ...




Stimmt diese Aquivalenz?

IxF(x) vV G = 3Ix(F(x) vV G)

Q Ja!

@ Nein!

© Manchmal!

Q@ WeiB ich nicht ...




Aquivalente Normalformen

Normalformen "
ormaitorme Erfiillbarkeitsdquivalente Normalformen

Zur Nachbereitung

Zur Nachbereitung
Q lJal

@ Nein, da das x in G gebunden wird. Die linke Formel kann
durch eine Struktur, die G(x) wahr macht, wahr gemacht
werden. Die rechte nicht (zwingend).

© Manchmal, namlich dann, wenn x nicht frei in G auftritt.
Sonst hat man ein dhnliches Problem wie eben.
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Was stért uns jetzt noch?




Aquivalente Normalformen

Normalformen Erfiillbarkeitsdquivalente Normalformen

Beispiel

IxP(x) V =(P(a) V IxQ(x))
IxP(x) V (=P(a) A =3xQ(x))
IxP(x) V (=P(a) A Vx=Q(x))
IxP(x) V Vx(—=P(a) A =Q(x))
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Was stort uns jetzt noch?

@ Gleiche Variable kann an unterschiedlichen Quantoren stehen

®

Eine Variable kann frei und gebunden auftreten

®

Die Quantoren sind verstreut

Das liberhaupt freie Variablen auftreten (spater)

®

®

Das Existenzquantoren auftreten (spater)
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Das liberhaupt freie Variablen auftreten (spater)

®

e Das Existenzquantoren auftreten (spater)



Was stort uns jetzt noch?
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@ Eine Variable kann frei und gebunden auftreten
= Gebundene Umbennenung
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Zur BPF

Was stort uns jetzt noch?

@ Gleiche Variable kann an unterschiedlichen Quantoren stehen
= Gebundene Umbennenung

@ Eine Variable kann frei und gebunden auftreten
= Gebundene Umbennenung

@ Die Quantoren sind verstreut
= Préanexform
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Was stort uns jetzt noch?

@ Gleiche Variable kann an unterschiedlichen Quantoren stehen
= Gebundene Umbennenung
@ Eine Variable kann frei und gebunden auftreten
= Gebundene Umbennenung
@ Die Quantoren sind verstreut
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@ Das iiberhaupt freie Variablen auftreten (spater)
= Bindung durch Existenzquantoren
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Zur BPF

Was stort uns jetzt noch?

@ Gleiche Variable kann an unterschiedlichen Quantoren stehen
= Gebundene Umbennenung

Eine Variable kann frei und gebunden auftreten
= Gebundene Umbennenung

Die Quantoren sind verstreut
= Préanexform
@ Das iiberhaupt freie Variablen auftreten (spater)
= Bindung durch Existenzquantoren
e Das Existenzquantoren auftreten (spater)
= Skolemisierung
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Aquivalente Normalformen

Normalformen "
ormaitorme Erfiillbarkeitsdquivalente Normalformen

Gebundene Umbenennung (Vorbereitung)

Definition ((Variablen-)Substitution)

Sei F eine Formel, x eine Variable und t ein Term. F[x/t] ist die
Formel, die aus F hervorgeht, wenn jedes freie Vorkommen von x
in F durch t ersetzt wird. [x/t] wird als Substitution bezeichnet.
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Aquivalente Normalformen

Normalformen § P
ormatiorme Erfiillbarkeitsaquivalente Normalformen

Gebundene Umbenennung (Vorbereitung)

Definition ((Variablen-)Substitution)

Sei F eine Formel, x eine Variable und t ein Term. F[x/t] ist die
Formel, die aus F hervorgeht, wenn jedes freie Vorkommen von x
in F durch t ersetzt wird. [x/t] wird als Substitution bezeichnet.

Satz (Uberfiihrungslemma)

Sei F eine Formel, x eine Variable und t ein Term, der keine in F
gebundene Variable enthdlt. Dann gilt fiir jede Struktur A:

A(F[x/t]) = Apyacey (F)
Beweis miindlich ... siche Schaning, Ubung 58

Frank Heitmann heitmann@informatik.uni-hamburg.de 19/51



Sei F eine Formel und y eine Variable, die nicht in F vorkommt. Dann
gilt:

IxF = 3yF[x/y] und YxF = VyF[x/y]




Aquivalente Normalformen

Normalformen § Moy
ormatiorme Erfiillbarkeitsaquivalente Normalformen

Gebundene Umbenennung

Satz (Gebundene Umbenennung)

Sei F eine Formel und y eine Variable, die nicht in F vorkommt. Dann
gilt:
IxF = JyF[x/y] und VxF = VyF[x/y]

Beweis.
Sei A eine beliebige Struktur. Dann:

A(JyFlx/y]) =1
gdw. esein d € U gibt mit A}, /q(F[x/y]) =1 Quantor-Interpretation
gdw. esein d € U gibt mit Ap,/qyi/q(F) =1 Uberfiihrungslemma
gdw. esein d € U gibt mit A, /q(3xF) =1 Quantor-Interpretation
gdw. A(IxF) =1 y nicht frei in F

Der V-Fall geht analog. my
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Normalformen § Moy
ormaitorme Erfiillbarkeitsaquivalente Normalformen

Gebundene Umbenennung

Satz (Gebundene Umbenennung)

Sei F eine Formel und y eine Variable, die nicht in F vorkommt.
Dann gilt:

IxF = 3yF[x/y] und YxF = VyF[x/y]

Der Satz erlaubt es uns gebundene Variablen umzubenennen. Wir
konnen damit erreichen, dass keine gleichen Variablen mehr an
unterschiedlichen Quantoren stehen und dass gebundene Variablen
anders benannt werden als freie.
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Aquivalente Normalformen

Normalformen "
ormaitorme Erfiillbarkeitsdquivalente Normalformen

Gebundene Umbenennung

Satz (Gebundene Umbenennung)

Sei F eine Formel und y eine Variable, die nicht in F vorkommt.
Dann gilt:

IxF = 3yF[x/y] und YxF = VyF[x/y]

Der Satz erlaubt es uns gebundene Variablen umzubenennen. Wir
konnen damit erreichen, dass keine gleichen Variablen mehr an
unterschiedlichen Quantoren stehen und dass gebundene Variablen
anders benannt werden als freie.

Wichtige Anmerkung

Achtung! Umbenennung freier Variablen erhilt die Aquivalenz nicht!
Z.B. ist P(x) # P(y)!
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Sind F und G &quivalent?

F = Vx(P(x) = (3xQ(x) V R(x)))
G = Wy(P(y) = (3xQ(x) V R(y)))

Q Ja!

@ Nein!

© Manchmal

@ WeiB ich nicht ...



Sind F und G &quivalent?

F = 3x(P(x) A (3xQ(x) V R(x)))
G = 3x(P(x) A32(Q(2) V R(2)))

Q Ja!

@ Nein!

© Manchmal

@ WeiB ich nicht ...



Sind F und G &quivalent?

F = 3xP(x)V P(x)
G = 3xP(x)V P(z)

Q Ja!

@ Nein!

© Manchmal

Q@ WeiB ich nicht ...



Q Ja!

© Nein, wenn das hintere Ix nach vorne gezogen wird, entsteht
eine neue Variablenbindung, die nicht sein darf!

© Nein, hier wurde die freie Variable umbenannt!




Aquivalente Normalformen

Normalformen Erfiillbarkeitsdquivalente Normalformen

Beispiel

Bei der Umbenennung immer gucken, auf welche Variablen sich ein
Quantor bezieht und diese dann einheitlich umbenennen:

Vx3Jy(P(x) = (3xQ(x) V P(y) vV Q(x)))

= Vx3dy(P(x) = (3zQ(z) vV P(y) v Q(x)))
= Vx3dydz(P(x) = (Q(z) V P(y) vV Q(x)))
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Aquivalente Normalformen

Normalformen Erfiillbarkeitsdquivalente Normalformen

Beispiel

Bei der Umbenennung immer gucken, auf welche Variablen sich ein
Quantor bezieht und diese dann einheitlich umbenennen:

Vx3y(P(x) = (3xQ(x) V P(y) vV Q(x)))
= Vx3dy(P(x) = (3zQ(z) vV P(y) v Q(x)))
= Vx3dydz(P(x) = (Q(z) V P(y) vV Q(x)))

Oder

Vx3y(P(x) = (3xQ(x) V P(y) V Q(x)))
= Vudy(P(u) = (3xQ(x) vV P(y) vV Q(u)))
= VudyIx(P(u) = (Q(x) V P(y) Vv Q(u)))
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Aquivalente Normalformen
Erfiillbarkeitsaquivalente Normalformen

Beispiel

Und nie freie Variablen umbenennen:

VxP(x)V Q(x) = VzP(z)V Q(x) aber
VxP(x)V Q(x) # VxP(x)V Q(z)
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Aquivalente Normalformen

Normalformen § Moy
ormaitorme Erfiillbarkeitsaquivalente Normalformen

Definition - BPF

Definition (Bereinigte Prianexform)

Eine Formel F heiBt bereinigt, wenn in F keine Variable sowohl
gebunden als auch frei auftritt und wenn alle Quantoren
unterschiedliche Quantorenvariablen aufweisen.
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Aquivalente Normalformen

Normalformen § Moy
ormatiorme Erfiillbarkeitsaquivalente Normalformen

Definition - BPF

Definition (Bereinigte Prianexform)

Eine Formel F heiBt bereinigt, wenn in F keine Variable sowohl
gebunden als auch frei auftritt und wenn alle Quantoren
unterschiedliche Quantorenvariablen aufweisen.

F ist in Pranexform, falls sie die Form F = Q1y1 Q2y> ... QnynG
hat, wobei die Q; € {V,3} sind und in G keine Quantoren
vorkommen. @Qiyl... Q,y, wird als Prafix, G als Matrix von F
bezeichnet.
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Aquivalente Normalformen

Normalformen § Moy
ormatiorme Erfiillbarkeitsaquivalente Normalformen

Definition - BPF

Definition (Bereinigte Prianexform)

Eine Formel F heiBt bereinigt, wenn in F keine Variable sowohl
gebunden als auch frei auftritt und wenn alle Quantoren
unterschiedliche Quantorenvariablen aufweisen.

F ist in Pranexform, falls sie die Form F = Q1y1 Q2y> ... QnynG
hat, wobei die Q; € {V,3} sind und in G keine Quantoren
vorkommen. @Qiyl... Q,y, wird als Prafix, G als Matrix von F
bezeichnet.

Ist eine Formel G bereinigt, in Pranexform und dquivalent zu einer
Formel F, so nenne wir G bereinigte Pranexform oder kurz BPF
zu F.
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—

Zu jeder Formel F gibt es eine dquivalente Formel G in BPF.

Wir gehen davon aus, dass F kein < enthédlt. Ansonsten nutzen wir
die Aquivalenzen aus der Aussagenlogik, um diesen zu entfernen.
Der Beweis gelingt dann mit struktureller Induktion:
Induktionsanfang. Ist F atomar, so ist F bereits in BPF.
Induktionsannahme. Seien F; und F, Formeln mit den
aquivalenten BPFs F; = Q1x1 ... Qnx,G1 und

Fo = Qiy1...Q,ymGa. Wegen des Satzes von der gebundenen
Umbenennung diirfen wir annehmen, dass x; # y; fiir alle / und j
und keine in F; oder F; freien Variablen zu den x; oder y; gehdren.



Zu jeder Formel F gibt es eine dquivalente Formel G in BPF. I

Beweis
Wir gehen davon aus, dass F kein < enthélt. Ansonsten nutzen wir
die Aquivalenzen aus der Aussagenlogik, um diesen zu entfernen.
Der Beweis gelingt dann mit struktureller Induktion:
Induktionsanfang. Ist F atomar, so ist F bereits in BPF.
Induktionsannahme. Seien F; und F, Formeln mit den
aquivalenten BPFs F; = Q1x1 ... Qnx,G1 und
Fo = Qiy1...QL,ymGa. Wegen des Satzes von der gebundenen
Umbenennung diirfen wir annehmen, dass x; # y; fiir alle / und j
und keine in F; oder F; freien Variablen zu den x; oder y; gehédren.




Aquivalente Normalformen

Normalformen § Moy
ormatiorme Erfiillbarkeitsaquivalente Normalformen

Erstellung einer BPF

Satz
Zu jeder Formel F gibt es eine dquivalente Formel G in BPF.

Beweis

Wir gehen davon aus, dass F kein < enthadlt. Ansonsten nutzen wir
die Aquivalenzen aus der Aussagenlogik, um diesen zu entfernen.
Der Beweis gelingt dann mit struktureller Induktion:
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Aquivalente Normalformen

Normalformen § P
ormatiorme Erfiillbarkeitsaquivalente Normalformen

Erstellung einer BPF

Satz
Zu jeder Formel F gibt es eine dquivalente Formel G in BPF.

Beweis

Wir gehen davon aus, dass F kein < enthadlt. Ansonsten nutzen wir
die Aquivalenzen aus der Aussagenlogik, um diesen zu entfernen.
Der Beweis gelingt dann mit struktureller Induktion:
Induktionsanfang. Ist F atomar, so ist F bereits in BPF.

Frank Heitmann heitmann@informatik.uni-hamburg.de 29/51



Aquivalente Normalformen

Normalformen § P
ormatiorme Erfiillbarkeitsaquivalente Normalformen

Erstellung einer BPF

Satz
Zu jeder Formel F gibt es eine dquivalente Formel G in BPF.

Beweis

Wir gehen davon aus, dass F kein < enthadlt. Ansonsten nutzen wir
die Aquivalenzen aus der Aussagenlogik, um diesen zu entfernen.
Der Beweis gelingt dann mit struktureller Induktion:
Induktionsanfang. Ist F atomar, so ist F bereits in BPF.
Induktionsannahme. Seien F; und F> Formeln mit den
aquivalenten BPFs F; = Q1x1 ... Qnx,G1 und

Fo=Qiy1-.. QLymGo.
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Aquivalente Normalformen

Normalformen § P
ormatiorme Erfiillbarkeitsaquivalente Normalformen

Erstellung einer BPF

Satz
Zu jeder Formel F gibt es eine dquivalente Formel G in BPF.

Beweis

Wir gehen davon aus, dass F kein < enthadlt. Ansonsten nutzen wir
die Aquivalenzen aus der Aussagenlogik, um diesen zu entfernen.
Der Beweis gelingt dann mit struktureller Induktion:
Induktionsanfang. Ist F atomar, so ist F bereits in BPF.
Induktionsannahme. Seien F; und F> Formeln mit den
aquivalenten BPFs F; = Q1x1 ... Qnx,G1 und
Fo=Q1yi-..Q,ymGa. Wegen des Satzes von der gebundenen
Umbenennung diirfen wir annehmen, dass x; # y; fiir alle i und j
und keine in F; oder F; freien Variablen zu den x; oder y; gehdren.
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Die Falle A, V und die Falle der Quantoren sind einfach:

FinF, = Qixt...QuxnGL A Qiy1... QLymGy
= Qix1... QuxaQiy1... QL ym(G1 A Gp)

FivF = Qixi...QuxaG1V Qi1 ... QnymGo
= Qix1.. - QuxnQiy1... QL ym(G1V Gy)
IxF = 3xQixy ... QnxnGr BPF, wenn x # x;

VxFi = VxQix1...Qpx,Gi BPF, wenn x #£ x;

Ist x = x; fiir ein /, dann kommt x nicht frei in Q1x1 ... QnXx,G1
vor und es ist IxF, = VxF1 = Q1x1 ... Qnx,G1 in BPF.




Aquivalente Normalformen

Normalformen § Moy
ormaitorme Erfiillbarkeitsaquivalente Normalformen

Erstellung einer BPF

Beweis
Die Fille A, V und die Falle der Quantoren sind einfach:

FRAFR = lel .. Qan Gl A Q]/_yl A Q,/nym G2
= QX QunQiy1-.. QLym(GiL A Gp)
FVF = @Qxi...Q0nx,G1V Q{yl - Q,,.nym Go

= Qix1.. - QuxnQiy1 ... QLym(G1V Gy)
dxF1 = 3AxQix1 ... Qpx,G1 BPF, wenn x # x;
VxF1 = VxQix1...QnxnGr BPF, wenn x # x;
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Aquivalente Normalformen

Normalformen § Moy
ormaitorme Erfiillbarkeitsaquivalente Normalformen

Erstellung einer BPF

Beweis
Die Fille A, V und die Falle der Quantoren sind einfach:

FRAFR = lel .. Qan Gl A Q]/_yl A Q,/nym G2
= QX QunQiy1-.. QLym(GiL A Gp)
FVF = @Qxi...Q0nx,G1V Q{yl - Q,,.nym Go

= Qix1.. - QuxnQiy1 ... QLym(G1V Gy)
dxF1 = 3AxQix1 ... Qpx,G1 BPF, wenn x # x;
VxF1 = VxQix1...QnxnGr BPF, wenn x # x;

Ist x = x; fiir ein j, dann kommt x nicht frei in Q1xq ... Qnx,G1
vor
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Normalformen

Erstellung einer BPF

Beweis

Aquivalente Normalformen
Erfiillbarkeitsaquivalente Normalformen

Die Fille A, V und die Falle der Quantoren sind einfach:

FRAFR = @Qxi...
= @Qixq...
FRVFE = @Qx...
= @Qix1...

QuxnGL A QLy1 - .. QrymGo
QuxnQLy1 - - Qrym(G1 A G2)
QnxnG1V Qiy1 ... QymGo
QnxnQ1y1 - - Qrym(G1 V Gy)

dxF1 = 3AxQix1 ... Qpx,G1 BPF, wenn x # x;
VxF1 = VxQix1...QnxnGr BPF, wenn x # x;

Ist x = x; fiir ein j, dann kommt x nicht frei in Q1xq ... Qnx,G1

vor und es ist IxF1 = VxF1 = Q1x1 ... Qnx, Gy in BPF.
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Spanﬂendes passiert bei = und =. Wir setzen Q@ = 3, wenn Q =V
und @ =V, wenn Q = 3. Damit:

—F1 = 2Qix1... Qnxa Gy

Q1x1 ... Quxa— Gy

Qix1 ... QuxnGr = Qiy1... QL ymGa
= Qux1... Quxa@iy1... QL ym(GL = G)

F1:>F2




Aquivalente Normalformen

Normalformen "
ormaitorme Erfiillbarkeitsdquivalente Normalformen

Erstellung einer BPF

Beweis.

Spannendes passiert bei = und =. Wir setzen @ = 3, wenn Q =V
und Q@ =V, wenn @ = 3. Damit:

- = Qix1... QnxnGy

Qix1 ... Quxn—Gy

Qix1... QnxnGr = Qy1 ... QLymG2
= Qx1-  QunQiyi--. Qhym(GL = G)

F1:>F2
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Aquivalente Normalformen

Rloppalioney Erfiillbarkeitsaquivalente Normalformen

Erstellung einer BPF

Beweis.

Spannendes passiert bei = und =. Wir setzen Q@ = 3, wenn Q =V

und Q@ =V, wenn @ = 3. Damit:

- =

FléF2

—Q1x1 - Quxn Gy

Qix1 ... Quxp—Gy

Qix1... QnxnGr = Qy1 ... QLymG2
QX1 QuxnQiy1 - . QL ym(GL = Gy)

Die Matrix lasst sich anschlieBend bei Bedarf noch in KNF oder

DNF bringen.
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Daraus lasst sich ein Verfahren ableiten, um eine BPF zu erstellen:

© Durch gebundene Umbenennung Variablen so umbenennen,

dass keine zwei Quantorenvariablen (unterschiedlicher
Quantoren) gleich benannt sind und keine Quantorenvariable
den gleichen Namen wie eine freie Variable hat. (Achtung:
Nur gebundene Variablen umbenennen, nicht freie!) Es
entsteht eine dquivalente, bereinigte Formel.

Durch Aquivalenzumformungen die Quantoren nach vorne
ziehen. Dabei bei der Negation und bei der Pramisse der
Implikation die Quantoren flippen. Es entsteht eine
aquivalente, bereinigte Pranexform (eine BPF).

Ggf. noch weitere Aquivalenzumformungen (der
Aussagenlogik) vornehmen, um die Matrix in KNF oder DNF
zu bringen.




Aquivalente Normalformen

Normalformen § Moy
ormatiorme Erfiillbarkeitsaquivalente Normalformen

Erstellung einer BPF
Daraus lasst sich ein Verfahren ableiten, um eine BPF zu erstellen:

© Durch gebundene Umbenennung Variablen so umbenennen,
dass keine zwei Quantorenvariablen (unterschiedlicher
Quantoren) gleich benannt sind und keine Quantorenvariable
den gleichen Namen wie eine freie Variable hat. (Achtung:
Nur gebundene Variablen umbenennen, nicht freie!) Es
entsteht eine dquivalente, bereinigte Formel.
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Normalformen § Moy
ormatiorme Erfiillbarkeitsaquivalente Normalformen

Erstellung einer BPF
Daraus lasst sich ein Verfahren ableiten, um eine BPF zu erstellen:

© Durch gebundene Umbenennung Variablen so umbenennen,
dass keine zwei Quantorenvariablen (unterschiedlicher
Quantoren) gleich benannt sind und keine Quantorenvariable
den gleichen Namen wie eine freie Variable hat. (Achtung:
Nur gebundene Variablen umbenennen, nicht freie!) Es
entsteht eine dquivalente, bereinigte Formel.

@ Durch Aquivalenzumformungen die Quantoren nach vorne
ziehen. Dabei bei der Negation und bei der Pramisse der
Implikation die Quantoren flippen. Es entsteht eine
dquivalente, bereinigte Pranexform (eine BPF).
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Aquivalente Normalformen

Normalformen § Moy
ormatiorme Erfiillbarkeitsaquivalente Normalformen

Erstellung einer BPF
Daraus lasst sich ein Verfahren ableiten, um eine BPF zu erstellen:

© Durch gebundene Umbenennung Variablen so umbenennen,
dass keine zwei Quantorenvariablen (unterschiedlicher
Quantoren) gleich benannt sind und keine Quantorenvariable
den gleichen Namen wie eine freie Variable hat. (Achtung:
Nur gebundene Variablen umbenennen, nicht freie!) Es
entsteht eine dquivalente, bereinigte Formel.

@ Durch Aquivalenzumformungen die Quantoren nach vorne
ziehen. Dabei bei der Negation und bei der Pramisse der
Implikation die Quantoren flippen. Es entsteht eine
aquivalente, bereinigte Pranexform (eine BPF).

© Ggf. noch weitere Aquivalenzumformungen (der
Aussagenlogik) vornehmen, um die Matrix in KNF oder DNF
zu bringen.
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Aquivalente Normalformen

Normalformen "
ormaitorme Erfiillbarkeitsdquivalente Normalformen

Zur Klauselnormalform

Was stort uns jetzt (immer) noch?

@ Gleiche Variable kann an unterschiedlichen Quantoren stehen
(erledigt)

= Gebundene Umbennenung
@ Eine Variable kann frei und gebunden auftreten (erledigt)
= Gebundene Umbennenung
e Die Quantoren sind verstreut (erledigt)
= Préanexform
@ Das iiberhaupt freie Variablen auftreten (jetzt!)
= Bindung durch Existenzquantoren

e Das Existenzquantoren auftreten (jetzt!)
= Skolemisierung
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Aquivalente Normalformen

Rloppalioney Erfiillbarkeitsiquivalente Normalformen

Erfiillbarkeitsaquivalenz

Die gleich folgenden Schritte erhalten die Aquivalenz nicht, wir
werden aber sehen, dass sie die Erfiillbarkeitsdquivalenz erhalten
und fiir viele Dinge reicht das!
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Aquivalente Normalformen

Rloppalioney Erfiillbarkeitsiquivalente Normalformen

Erfiillbarkeitsaquivalenz

Die gleich folgenden Schritte erhalten die Aquivalenz nicht, wir
werden aber sehen, dass sie die Erfiillbarkeitsdquivalenz erhalten
und fiir viele Dinge reicht das!

Definition (Erfiillbarkeitsdquivalenz)

Zwei Formeln F und G sind erfiillbarkeitsaquivalent, wenn F
genau dann erfiillbar ist, wenn G dies ist. Wir notieren dies als
F = G.
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Aquivalente Normalformen

Rloppalioney Erfiillbarkeitsiquivalente Normalformen

Erfiillbarkeitsaquivalenz

Die gleich folgenden Schritte erhalten die Aquivalenz nicht, wir
werden aber sehen, dass sie die Erfiillbarkeitsdquivalenz erhalten
und fiir viele Dinge reicht das!

Definition (Erfiillbarkeitsdquivalenz)

Zwei Formeln F und G sind erfiillbarkeitsaquivalent, wenn F
genau dann erfiillbar ist, wenn G dies ist. Wir notieren dies als

F = G.

Anmerkung

Zwei Formeln sind also dann erfiillbarkeitsaquivalent, wenn sie
beide erfiillbar sind (auch wenn dafiir moglicherweise
unterschiedliche Strukturen nétig sind) oder auch wenn sie beide
unerfiillbar sind. - Wegen letzterem ist diese Eigenschaft fiir

z.B. Resolution ausreichend!
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Sei F eine Formel, x eine Variable. F ist genau dann erfiillbar,
wenn 3xF erfiillbar ist.

Sei A ein Modell fur F, dann ist
Apax)(F) = A(F) =1

also gibt es ein d € U (ndmlich A(x)) so dass A, /q)(F) =1 ist
und folglich ist A(3xF) = 1.

Sei umgekehrt A ein Modell fiir 3xF. Dann gibt es ein d € U mit
Apx/dq)(F) = 1 und folglich ist A, /g ein Modell fiir F und F somit
erfiillbar. [



Sei F eine Formel, x eine Variable. F ist genau dann erfiillbar,
wenn 3xF erfiillbar ist.

Sei A ein Modell fiir F, © 1

Apxjax(F) = A(F) =1

also gibt es ein d € U (ndmlich A(x)) so dass A, /q)(F) =1 ist
und folglich ist A(IxF) = 1.

Sei umgekehrt A ein Modell fiir IxF. Dann gibt es ein d € U mit
Apx/d)(F) = 1 und folglich ist A}, /g ein Modell fiir F und F somit
erfiillbar. Ol




Sei F eine Formel, x eine Variable. F ist genau dann erfiillbar,
wenn 3xF erfiillbar ist.

Sei A ein Modell fiir F, dann ist

Apax(F) = A(F) =1

also gibt es ein d € U (ndmlich A(x)) so dass A, /q)(F) =1 ist
und folglich ist A(IxF) = 1.

Sei umgekehrt A ein Modell fiir IxF. Dann gibt es ein d € U mit
Apx/d)(F) = 1 und folglich ist A}, /g ein Modell fiir F und F somit
erfiillbar. Ol




Sei F eine Formel, x eine Variable. F ist genau dann erfiillbar,
wenn 3xF erfiillbar ist.

Sei A ein Modell fiir F, dann ist

Apax(F) = A(F) =1

also gibt es ein d € U (namlich A(x)) so dass A, /q)(F) = 1 ist
und folglich ist A(IxF) = 1.

Sei umgekehrt A ein Modell fiir 9xF. Dann gibt es ein d € U mit
Apx/d)(F) = 1 und folglich ist A}, /g ein Modell fiir F und F somit
erfiillbar. Ol




Aquivalente Normalformen

Rloppalioney Erfiillbarkeitsiquivalente Normalformen

Freie Variablen binden

Satz

Sei F eine Formel, x eine Variable. F ist genau dann erfiillbar,
wenn 3AxF erfiillbar ist.

Beweis.
Sei A ein Modell fir F, dann ist

Apax)(F) = A(F) =1

also gibt es ein d € U (namlich A(x)) so dass A, /q)(F) = 1 ist
und folglich ist A(3xF) = 1.
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Aquivalente Normalformen

Rloppalioney Erfiillbarkeitsiquivalente Normalformen

Freie Variablen binden

Satz

Sei F eine Formel, x eine Variable. F ist genau dann erfiillbar,
wenn 3AxF erfiillbar ist.

Beweis.
Sei A ein Modell fir F, dann ist

Apxsap(F) = A(F) =1
also gibt es ein d € U (namlich A(x)) so dass A, /q)(F) = 1 ist

und folglich ist A(3xF) = 1.
Sei umgekehrt A ein Modell fiir IxF.
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Aquivalente Normalformen

Rloppalioney Erfiillbarkeitsiquivalente Normalformen

Freie Variablen binden

Satz

Sei F eine Formel, x eine Variable. F ist genau dann erfiillbar,
wenn 3AxF erfiillbar ist.

Beweis.
Sei A ein Modell fir F, dann ist

Apax)(F) = A(F) =1

also gibt es ein d € U (namlich A(x)) so dass A, /q)(F) = 1 ist
und folglich ist A(3xF) = 1.

Sei umgekehrt A ein Modell fiir 3xF. Dann gibt es ein d € U mit
Apsa(F) =1
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Aquivalente Normalformen

Rloppalioney Erfiillbarkeitsiquivalente Normalformen

Freie Variablen binden

Satz

Sei F eine Formel, x eine Variable. F ist genau dann erfiillbar,
wenn 3AxF erfiillbar ist.

Beweis.
Sei A ein Modell fir F, dann ist

Apax)(F) = A(F) =1

also gibt es ein d € U (namlich A(x)) so dass A, /q)(F) = 1 ist
und folglich ist A(3xF) = 1.

Sei umgekehrt A ein Modell fiir 3xF. Dann gibt es ein d € U mit
Apx/q)(F) = 1 und folglich ist A[, /¢ ein Modell fiir F und F somit
erfiillbar. O
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Zu jeder pradikatenlogischen Formel gibt es eine

erfiillbarkeitsdquivalente geschlossene Formel.




Aquivalente Normalformen

Rloppalioney Erfiillbarkeitsiquivalente Normalformen

Freie Variablen binden

Satz

Zu jeder pridikatenlogischen Formel gibt es eine
erfiillbarkeitsdquivalente geschlossene Formel.

Beweis.

Sei F eine Formel und seien xi,...,x, die in F frei vorkommenden
Variablen. F und 3x; ... 3x,F sind erfiillbarkeitsdquivalent (schnell
iiber vollstandige Induktion zu zeigen). O

V.
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Aquivalente Normalformen

Rloppalioney Erfiillbarkeitsiquivalente Normalformen

Freie Variablen binden

Satz

Zu jeder pridikatenlogischen Formel gibt es eine
erfiillbarkeitsdquivalente geschlossene Formel.

Beweis.

Sei F eine Formel und seien xi,...,x, die in F frei vorkommenden
Variablen. F und 3x; ... 3x,F sind erfiillbarkeitsdquivalent (schnell
iiber vollstandige Induktion zu zeigen). O

Um freie Variablen loszuwerden, binden wir sie also einfach durch
Existenzquantoren (stets vor die aktuelle Formell!).
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Aquivalente Normalformen

Normalformen Erfiillbarkeitsiquivalente Normalformen

Beispiel

Existenzquantoren ganz nach vorne schreiben! Zu
F =Vx(P(x) = P(y))

ist
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Aquivalente Normalformen

Normalformen Erfiillbarkeitsiquivalente Normalformen

Beispiel

Existenzquantoren ganz nach vorne schreiben! Zu
F =Vx(P(x) = P(y))

ist
F' = 3yVx(P(x) = P(y))

erfiillbarkeitsdquivalent, aber i.A. nicht
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Beispiel

Existenzquantoren ganz nach vorne schreiben! Zu
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ist
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Aquivalente Normalformen

Normalformen Erfiillbarkeitsiquivalente Normalformen

Beispiel

Existenzquantoren ganz nach vorne schreiben! Zu
F =Vx(P(x) = P(y))

ist
F' = 3yVx(P(x) = P(y))

erfiillbarkeitsaquivalent, aber i.A. nicht

F" =Vx3y(P(x) = P(y))

Zur Nachbereitung

Die obigen beiden Formeln F’ und F” sind tatsichlich
erfiillbarkeitsaquivalent (und sogar dquivalent, beides sind namlich
Tautologien). Im Allgemeinen klappt das aber nicht, wie das
nachste Beispiel zeigt.
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Aquivalente Normalformen

Normalformen Erfiillbarkeitsiquivalente Normalformen

Beispiel

Folgendes ist Unfug:

IxP(x) A =P(x)
=. 3IxP(x) A ~3xP(x)
= 3xP(x) A Vx—P(x)

(die oberste Formel ist erfiillbar, die unterste nicht).
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Aquivalente Normalformen

Normalformen Erfiillbarkeitsiquivalente Normalformen

Beispiel

Folgendes ist Unfug:

IxP(x) A =P(x)
=. 3IxP(x) A ~3xP(x)
= 3xP(x) A Vx—P(x)

(die oberste Formel ist erfiillbar, die unterste nicht).
So geht es:

IxP(x) A =P(x)

AyP(y) A =P(x)
Ay (P(y) A =P(x))
e Ixy(P(y) A =P(x))
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Eigentlich ist das jetzt alles schon sehr schon, aber
Existenzquantoren sind nicht so gut handhabbar wie Allquantoren.
Daher wére es schén, wenn wir die auch noch wegkriegen konnten




Sei F eine Formel, x eine Variable und a eine Konstante, die nicht
in F auftritt. Dann sind F[x/a] und 3xF erfiillbarkeitsaquivalent.

Dann gilt wegen des Uberfiihrungs-
lemmas A,/ 4(2))(F) = A(F[x/a]) = 1 und damit A(3IxF) = 1.
Sei umgekehrt B ein Modell von 3xF. Dann gibt es ein d € U mit
Bix/q)(F) = 1. Stimme die Struktur A nun iiberall mit B iiberein,
auBer auf a hier definieren wir A(a) = d. Da a in F nicht
vorkommt ist B[x/d](F) = -A[x/d](F) = -A[x/A(a)](F) (all diese
Abbildungen tun namlich das gleiche) und wegen des
Uberfiihrungslemmas gilt dann A,/ (2 (F) = A(F[x/a]) und
damit ist auch F[x/a] erfiillbar. O



Sei F eine Formel, x eine Variable und a eine Konstante, die nicht
in F auftritt. Dann sind F[x/a] und 3xF erfiillbarkeitsaquivalent.

Sei A ein Modell fiir F[x/a]. Dann gilt wegen des Uberfiihrungs-
lemmas A,/ 4(a))(F) = A(F[x/a]) = 1 und damit A(3IxF) = 1.
Sei umgekehrt B ein Modell von 3xF. Dann gibt es ein d € U mit
Bix/q)(F) = 1. Stimme die Struktur A nun iiberall mit B iiberein,
auBer auf a hier definieren wir A(a) = d. Da a in F nicht
vorkommt ist B[x/d](F) = A[x/d](F) = A[X/A(a)](F) (all diese
Abbildungen tun namlich das gleiche) und wegen des
Uberfiihrungslemmas gilt dann A,/ () (F) = A(F[x/a]) und
damit ist auch F[x/a] erfiillbar. O




Aquivalente Normalformen

Rloppalioney Erfiillbarkeitsiquivalente Normalformen

Skolemisierung (Basis)

Satz

Sei F eine Formel, x eine Variable und a eine Konstante, die nicht
in F auftritt. Dann sind F[x/a] und 3xF erfiillbarkeitsdquivalent.

Beweis.

Sei A ein Modell fiir F[x/a]. Dann gilt wegen des Uberfiihrungs-
lemmas A[x/A(a)](F) = A(F[x/a]) =1
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Skolemisierung (Basis)

Satz
Sei F eine Formel, x eine Variable und a eine Konstante, die nicht
in F auftritt. Dann sind F[x/a] und 3xF erfiillbarkeitsdquivalent.

Beweis.

Sei A ein Modell fiir F[x/a]. Dann gilt wegen des Uberfiihrungs-
lemmas Ap,/4(2))(F) = A(F[x/a]) = 1 und damit A(3xF) = 1.
Sei umgekehrt B ein Modell von IxF.
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Rloppalioney Erfiillbarkeitsiquivalente Normalformen
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Bix/q)(F) = 1. Stimme die Struktur A nun iiberall mit B iiberein,
auBer auf a hier definieren wir A(a) = d.
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Aquivalente Normalformen

Nommalioinen Erfiillbarkeitsiquivalente Normalformen

Skolemisierung (Basis)

Satz
Sei F eine Formel, x eine Variable und a eine Konstante, die nicht
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Beweis.
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lemmas Ap,/4(2))(F) = A(F[x/a]) = 1 und damit A(3xF) = 1.
Sei umgekehrt B ein Modell von IxF. Dann gibt es ein d € U mit
Bix/q)(F) = 1. Stimme die Struktur A nun iiberall mit B iiberein,
auBer auf a hier definieren wir A(a) = d. Da a in F nicht
vorkommt ist B[x/d](F) = -A[x/d](F) = A[X/A(a)](F) (aII diese
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Aquivalente Normalformen

Nommalioinen Erfiillbarkeitsiquivalente Normalformen

Skolemisierung (Basis)

Satz
Sei F eine Formel, x eine Variable und a eine Konstante, die nicht
in F auftritt. Dann sind F[x/a] und 3xF erfiillbarkeitsdquivalent.

Beweis.

Sei A ein Modell fiir F[x/a]. Dann gilt wegen des Uberfiihrungs-
lemmas Ap,/4(2))(F) = A(F[x/a]) = 1 und damit A(3xF) = 1.
Sei umgekehrt B ein Modell von IxF. Dann gibt es ein d € U mit
Bix/q)(F) = 1. Stimme die Struktur A nun iiberall mit B iiberein,
auBer auf a hier definieren wir A(a) = d. Da a in F nicht
vorkommt ist B[x/d](F) = -A[x/d](F) = A[X/A(a)](F) (aII diese
Abbildungen tun namlich das gleiche) und wegen des
Uberfiihrungslemmas gilt dann A aa)(F) = A(F[x/a])
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Aquivalente Normalformen

Nommalioinen Erfiillbarkeitsiquivalente Normalformen

Skolemisierung (Basis)

Satz

Sei F eine Formel, x eine Variable und a eine Konstante, die nicht
in F auftritt. Dann sind F[x/a] und 3xF erfiillbarkeitsdquivalent.

Beweis.

Sei A ein Modell fiir F[x/a]. Dann gilt wegen des Uberfiihrungs-
lemmas Ap,/4(2))(F) = A(F[x/a]) = 1 und damit A(3xF) = 1.
Sei umgekehrt B ein Modell von IxF. Dann gibt es ein d € U mit
Bix/q)(F) = 1. Stimme die Struktur A nun iiberall mit B iiberein,
auBer auf a hier definieren wir A(a) = d. Da a in F nicht
vorkommt ist B[x/d](F) = -A[x/d](F) = A[X/A(a)](F) (aII diese
Abbildungen tun namlich das gleiche) und wegen des
Uberfiihrungslemmas gilt dann A/ a(a)(F) = A(F[x/a]) und
damit ist auch F[x/a] erfiillbar. O
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Aquivalente Normalformen

Rloppalioney Erfiillbarkeitsiquivalente Normalformen

Skolemisierung (Basis)

Satz

Sei F eine Formel, x eine Variable und a eine Konstante, die nicht
in F auftritt. Dann sind F[x/a] und 3xF erfiillbarkeitsdquivalent.

Damit kdnnen wir jetzt also eine an einen Existenzquantor
gebundene Variable durch eine Konstante ersetzen. (Wenn es uns
nur um die Erfiillbarkeitsdquivalenz geht.)
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Aquivalente Normalformen

Rloppalioney Erfiillbarkeitsiquivalente Normalformen

Skolemisierung (Basis)

Satz

Sei F eine Formel, x eine Variable und a eine Konstante, die nicht
in F auftritt. Dann sind F[x/a] und 3xF erfiillbarkeitsdquivalent.

Damit kdnnen wir jetzt also eine an einen Existenzquantor
gebundene Variable durch eine Konstante ersetzen. (Wenn es uns
nur um die Erfiillbarkeitsdquivalenz geht.)

Allerdings muss dazu der Existenzquantor ganz vorne stehen (im
Prafix)! Wir konnen das aber verallgemeinern ...
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Sei F =Vy;...Vy,3zG, k > 0 und f ein k-stelliges
Funktionssymbol, dass nicht in F vorkommt. Dann sind F und
Vyr... Yy Glz/f(y1,...,yk)] erfiillbarkeitsdquivalent.

Beweis.

Der Fall k = 0 wurde eben behandelt (ein 0-stelliges
Funktionssymbol ist eine Konstante). Der allgemeine Fall geht
dhnlich (siehe Schoning). O




Aquivalente Normalformen

Rloppalioney Erfiillbarkeitsiquivalente Normalformen

Skolemisierung

Satz

Sei F =Vy;...Vyx3zG, k > 0 und f ein k-stelliges
Funktionssymbol, dass nicht in F vorkommt. Dann sind F und
Vyr...YykGlz/f(y1,...,yk)] erfiillbarkeitsaquivalent.

Beweis.

Der Fall k = 0 wurde eben behandelt (ein O-stelliges
Funktionssymbol ist eine Konstante). Der allgemeine Fall geht
dhnlich (siehe Schoning). O
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Aquivalente Normalformen

Rloppalioney Erfiillbarkeitsiquivalente Normalformen

Skolemisierung

Satz

Sei F =Vy;...Vy3zG, k > 0 und f ein k-stelliges
Funktionssymbol, dass nicht in F vorkommt. Dann sind F und
Vyi...VyGlz/f()1,--.,yk)] erfiillbarkeitsaquivalent.

Definition (Skolemisierung)

f oben wird Skolemfunktion genannt. Im Falle k = 0 auch
Skolemkonstante.
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Aquivalente Normalformen

Rloppalioney Erfiillbarkeitsiquivalente Normalformen

Skolemisierung

Satz

Sei F =Vy;...Vy3zG, k > 0 und f ein k-stelliges
Funktionssymbol, dass nicht in F vorkommt. Dann sind F und
Vyi...VyGlz/f()1,--.,yk)] erfiillbarkeitsaquivalent.

Definition (Skolemisierung)

f oben wird Skolemfunktion genannt. Im Falle k = 0 auch
Skolemkonstante. Die Bildung von F’ heift Skolemisierung (von
F). Ein Formel ist in Skolemform, wenn sie in BPF ist,
geschlossen ist und keine Existenzquantoren enthalt.
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Aquivalente Normalformen

Nommalioinen Erfiillbarkeitsiquivalente Normalformen

Skolemisierung

Satz

Sei F =Vy;...Vy3zG, k > 0 und f ein k-stelliges
Funktionssymbol, dass nicht in F vorkommt. Dann sind F und
Vyi...VyGlz/f()1,.-.,yk)] erfiillbarkeitsaquivalent.

Definition (Skolemisierung)

f oben wird Skolemfunktion genannt. Im Falle k = 0 auch
Skolemkonstante. Die Bildung von F’ heift Skolemisierung (von
F). Ein Formel ist in Skolemform, wenn sie in BPF ist,
geschlossen ist und keine Existenzquantoren enthélt. Eine Formel
ist in Klauselnormalform, wenn ihre Matrix zusatzlich in KNF ist.
(Die Matrix enthalt dann alle relevanten Informationen!)
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Wie sieht die Skolemform zu

F = 3x3yVz3uP(x, y, z, u)
aus?

Q@ Ix3IyVz3uP(a, b, z,c)

@ VzP(f(z),f(z),z,f(2))
@ VzP(a, b, z,f(a,b,z))

Q VzP(a, b, z,f(z))

@ VzP(a, b, z,f(u))

Q@ WeiB ich nicht ...



Aquivalente Normalformen

Rloppalioney Erfiillbarkeitsiquivalente Normalformen

Fragen

Wie sieht die Skolemform zu

F = 3xVy3zVu3avP(x,y, z,u,v)

aus?
Q VyVuP(f(y,u),y,g(y,u),u, h(y,u))
@ VyVuP(f(y,u),y,g(u),u,a)
© VyVuP(a,y,f(y),u,g(y,u))
Q VyVuP(a,y,f(y),g(y,u), h(y, u))
© VyVuP(a,y,f(a,y),u,h(a,y, f(y),u))

@ WeiB ich nicht ...
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@ Richtig ist Nummer 4.
@ Richtig ist Nummer 3.




Bei der Skolemisierung:

© Von einer Formel in BPF ausgehen.
@ Die Existenzquantoren von links nach rechts durchgehen.

© Sei dx ein solcher. Dann wird x ersetzt durch ein neues
Funktionssymbol f, das als Argumente alle durch
Allquantoren gebundenen Variablen hat, die links von diesem
Existenzquantor stehen. Das dx wird dann gestrichen.




Bei der Skolemisierung:
© Von einer Formel in BPF ausgehen.
@ Die Existenzquantoren von links nach rechts durchgehen.
© Sei dx ein solcher. Dann wird x ersetzt durch ein neues
Funktionssymbol f, das als Argumente alle durch
Allquantoren gebundenen Variablen hat, die links von diesem
Existenzquantor stehen. Das dx wird dann gestrichen.




Bei der Skolemisierung:
© Von einer Formel in BPF ausgehen.
@ Die Existenzquantoren von links nach rechts durchgehen.
© Sei dx ein solcher. Dann wird x ersetzt durch ein neues
Funktionssymbol f, das als Argumente alle durch
Allquantoren gebundenen Variablen hat, die links von diesem
Existenzquantor stehen. Das dx wird dann gestrichen.




Aquivalente Normalformen

Rloppalioney Erfiillbarkeitsiquivalente Normalformen

Vorgehen

Vorgehen
Bei der Skolemisierung:
© Von einer Formel in BPF ausgehen.
@ Die Existenzquantoren von links nach rechts durchgehen.

© Sei dx ein solcher. Dann wird x ersetzt durch ein neues
Funktionssymbol f, das als Argumente alle durch
Allquantoren gebundenen Variablen hat, die links von diesem
Existenzquantor stehen. Das dx wird dann gestrichen.
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Aquivalente Normalformen

Normalformen Erfiillbarkeitsiquivalente Normalformen

Beispiel

So wird aus
IxVyVz3u3vP(x,y, z, u, v)
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Aquivalente Normalformen

Normalformen Erfiillbarkeitsiquivalente Normalformen

Beispiel

So wird aus
IxVyVz3u3vP(x,y, z, u, v)
Dann
VyVzP(a,y,z,f(y,z),g(y,2))
Denn

Frank Heitmann heitmann@informatik.uni-hamburg.de 48/51



Aquivalente Normalformen

Normalformen Erfiillbarkeitsiquivalente Normalformen

Beispiel
So wird aus
IxVyVz3u3vP(x,y, z, u, v)
Dann
VyVzP(a,y,z,f(y,z),g(y,2))
Denn

@ links von Jx ist kein Allquantor, also wird x durch eine neue
Konstante (0-stelliges Funktionssymbol) a ersetzt
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Aquivalente Normalformen

Normalformen Erfiillbarkeitsiquivalente Normalformen

Beispiel
So wird aus
IxVyVz3u3vP(x,y, z, u, v)
Dann
VyVzP(a,y,z,f(y,z),g(y,2))
Denn

@ links von Jx ist kein Allquantor, also wird x durch eine neue
Konstante (0-stelliges Funktionssymbol) a ersetzt

@ links von Ju stehen Vy und Vz, also wird u durch f(y, z)
ersetzt
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Aquivalente Normalformen

Normalformen Erfiillbarkeitsiquivalente Normalformen

Beispiel
So wird aus
IxVyVz3u3vP(x,y, z, u, v)
Dann
VyVzP(a,y,z,f(y,z),g(y,2))
Denn

@ links von Jx ist kein Allquantor, also wird x durch eine neue
Konstante (0-stelliges Funktionssymbol) a ersetzt

@ links von Ju stehen Vy und Vz, also wird u durch f(y, z)
ersetzt

© und ebenso fiir v.
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Zu jeder Formel existiert eine erfiillbarkeitsdquivalente Formel in
Klauselnormalform.

Sei F € Lp; beliebig. Die Umformungsschritte:
© Umbenennung der gebundenen Variablen (F; bereinigt): /1 = F

@ Bindung aller freien Variablen durch Existenzquantoren (F
bereinigt, geschlossen): F, =, F;

© Erstellung einer Pranexform (F5 in BPF): F3 = F,
@ Skolemisierung (F4 in Skolemform): Fy =, F3

© Umformung der Matrix in KNF (Fs in Klauselnormalform): Fs = F4

Fs und F sind erfiillbarkeitsdquivalent und Fs ist in
Klauselnormalform. |

—




Aquivalente Normalformen

Rloppalioney Erfiillbarkeitsiquivalente Normalformen

Klauselnormalform

Satz (Erstellung der Klauselnormalform)

Zu jeder Formel existiert eine erfiillbarkeitsaquivalente Formel in
Klauselnormalform.

Beweis.

Sei F € Lp; beliebig. Die Umformungsschritte:

© Umbenennung der gebundenen Variablen (F; bereinigt): F1 = F
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Aquivalente Normalformen

Dloimaticunsy Erfiillbarkeitsiquivalente Normalformen

Klauselnormalform

Satz (Erstellung der Klauselnormalform)

Zu jeder Formel existiert eine erfiillbarkeitsaquivalente Formel in
Klauselnormalform.

Beweis.
Sei F € Lp; beliebig. Die Umformungsschritte:
© Umbenennung der gebundenen Variablen (F; bereinigt): F; = F

@ Bindung aller freien Variablen durch Existenzquantoren (F,
bereinigt, geschlossen): F, =, F;
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Aquivalente Normalformen
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Klauselnormalform

Satz (Erstellung der Klauselnormalform)

Zu jeder Formel existiert eine erfiillbarkeitsaquivalente Formel in
Klauselnormalform.

Beweis.
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© Umbenennung der gebundenen Variablen (F; bereinigt): F; = F

@ Bindung aller freien Variablen durch Existenzquantoren (F,
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© Erstellung einer Pranexform (F3 in BPF): F3 = F;,

Frank Heitmann heitmann@informatik.uni-hamburg.de 49/51



Aquivalente Normalformen

Dloimaticunsy Erfiillbarkeitsiquivalente Normalformen

Klauselnormalform

Satz (Erstellung der Klauselnormalform)

Zu jeder Formel existiert eine erfiillbarkeitsaquivalente Formel in
Klauselnormalform.

Beweis.

Sei F € Lp; beliebig. Die Umformungsschritte:
© Umbenennung der gebundenen Variablen (F; bereinigt): F; = F

@ Bindung aller freien Variablen durch Existenzquantoren (F,
bereinigt, geschlossen): F, =, F;

© Erstellung einer Pranexform (F3 in BPF): F3 = F;,
@ Skolemisierung (F4 in Skolemform): Fy = F3

Frank Heitmann heitmann@informatik.uni-hamburg.de 49/51



Aquivalente Normalformen

Dloimaticunsy Erfiillbarkeitsiquivalente Normalformen

Klauselnormalform

Satz (Erstellung der Klauselnormalform)

Zu jeder Formel existiert eine erfiillbarkeitsaquivalente Formel in
Klauselnormalform.

Beweis.

Sei F € Lp; beliebig. Die Umformungsschritte:
© Umbenennung der gebundenen Variablen (F; bereinigt): F; = F
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D,/
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Satz (Erstellung der Klauselnormalform)

Zu jeder Formel existiert eine erfiillbarkeitsaquivalente Formel in
Klauselnormalform.

Beweis.

Sei F € Lp; beliebig. Die Umformungsschritte:
© Umbenennung der gebundenen Variablen (F; bereinigt): F; = F

@ Bindung aller freien Variablen durch Existenzquantoren (F,
bereinigt, geschlossen): F, =, F;

© Erstellung einer Pranexform (F3 in BPF): F3 = F;,
@ Skolemisierung (F4 in Skolemform): Fy = F3
© Umformung der Matrix in KNF (Fs in Klauselnormalform): Fs = Fy

Fs und F sind erfiillbarkeitsdquivalent und Fs ist in
Klauselnormalform. O
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Normalformen Erfiillbarkeitsiquivalente Normalformen

Wichtige Anmerkung

Wichtige Anmerkung

Bei der Erstellung der Klauselnormalform insbesondere auf folgendes
achten:
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Wichtige Anmerkung

Bei der Erstellung der Klauselnormalform insbesondere auf folgendes
achten:

© Bei der gebundenen Umbenennung die gebundenen
Variablen umbenennen, nicht die freien!
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Bei der Erstellung der Klauselnormalform insbesondere auf folgendes
achten:

© Bei der gebundenen Umbenennung die gebundenen
Variablen umbenennen, nicht die freien!

@ Bei der Bindung der freien Variablen durch Existenzquantoren
die neuen Existenzquantoren ganz nach vorne schreiben.
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Wichtige Anmerkung

Wichtige Anmerkung

Bei der Erstellung der Klauselnormalform insbesondere auf folgendes
achten:

© Bei der gebundenen Umbenennung die gebundenen
Variablen umbenennen, nicht die freien!

@ Bei der Bindung der freien Variablen durch Existenzquantoren
die neuen Existenzquantoren ganz nach vorne schreiben.

© Bei der Erstellung der Pranexform die Quantoren zwar nach
vorne ziehen, aber nicht iiber andere (gegenteilige) Quantoren
heriiber! VxdyF # dyVxF! Und darauf achten, dass bei
Negation und vorne in der Implikation der Quantor flippt,
wenn man ihn nach vorne zieht.
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Dloimaticunsy Erfiillbarkeitsiquivalente Normalformen

Zusammenfassung

Wir haben heute:

@ Normalformen basierend auf Aquivalenz eingefiihrt
e aussagenlogische Aquivalenzen iibertragen
e neue Aquivalenzen durch Quantoren
e Gebundene Umbenennung von Variablen
e Pranexform

@ Normalformen basierend auf Erfiillbarkeitsdquivalenz
eingefiihrt
e Bindung freier Variablen

e Skolemisierung
e Klauselnormalform

Die Klauselnormalform wird uns bei der pradikatenlogischen
Resolution niitzen!
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