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TM formal

Turing-Maschinen Wiederholung

Definition (Deterministische TM)

Eine deterministische Turing-Maschine (kurz DTM) ist ein
6-Tupel A= (Z,%,T,0, 20, Zeng) mit

@ Der endlichen Menge von Zustanden Z.
@ Dem endlichen Alphabet ¥ von Eingabesymbolen.

@ Dem endlichen Alphabet ' von Bandsymbolen, wobei I' D X
und TN Z =0 gilt.

o Der (partiellen) Uberfiihrungsfunktion
0:(ZxTN) = (Fx{L,R,H} x 2).

@ Dem Startzustand z, € Z.

@ Der Menge der Endzustande Z.,y C Z.

e Dem Symbol fiir das leere Feld # € I\ ¥.
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Vom DFA zur TM
lalblblal | | | |eeese

Wir wollen
o auf dem Band nach rechts und links gehen kénnen und

@ auf dem Band lesen und schreiben konnen.
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Die Uberfiihrungsfunktion
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Mit 6(z,x) = (X', B, Z’) ist gemeint, dass, wenn

@ die TM im Zustand z ist und
@ der LSK gerade iiber einem Feld mit dem Symbol x ist,

@ nun das x durch x’ iiberschrieben wird,
@ dann der LSK nach B € {L, R, H} bewegt wird

e L ist nach links bewegen,
e R nach rechts und
e H den LSK an der Stelle halten

@ und in den Zustand z' gewechselt wird.

Wichtige Anmerkung

Ist B = H, so bedeutet dies nur, dass der LSK sich nicht bewegt.
Es heiBt nicht, dass die TM anhélt (wichtig fiir spater).
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Konfiguration einer TM

Turing-Maschinen Wiederholung
Sprachen (einer TM) Varianten der TM

Rechnung einer TM

Definition (Konfiguration)

Ein Wort w € '* - Z - T* heiBt Konfiguration der TM
A:=(Z,%,T,0,20,Zeng)- Ist w = uzv mit z € Z und u,v € T'*,
dann ist

@ A im Zustand z,

e die Bandinschrift ist uv (links/rechts davon nur #)

@ und das erste Symbol von v ist unter dem LSK. (Ist v = ), so
ist # unter dem LSK. Ist v # A, soist v € (" \ {#}).
Ebenso ist im Fall u # X dann v € (I'\ {#})I'*. Bei v = A
oder u = A wird manchmal links bzw. rechts von z noch ein
# notiert.)

Die Menge aller Konfigurationen der TM M ist KONF .
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TM: Beispiel
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Definition (Rechnung einer TM)
Sei A eine DTM.
@ Die Schrittrelation wird mit 4 bezeichnet (es ist
FaC KONF4 x KONF,). Der Index A kann auch weggelassen
werden. (Die genaue Definition ist etwas langatmig. Siehe bei
Bedarf letzten Foliensatz.)
@ Mit H* wird die reflexive, transitive Hiille von = bezeichnet.
© Eine Folge ks F ko = ... F ki = ... heiBt Rechnung der TM.
@ Eine endliche Rechnung ki - ko = ... = kj, heiBt
Erfolgsrechnung, wenn ki € {2z} - X* und k, € "+ Zgpg - T*
gilt.
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Akzeptierte Sprache einer TM

a,X,R
b,b,R

g 7#.,7,L . b,b,R @

z0aab - Xzgab - XXzob - XXbzo#: - XXz1b - XXbzy#

Die Kante (a, X, R) bedeutet: Wenn der LSK a liest, dann kann
man die Kante nutzen und schreibt dann X (an Stelle von a) und
bewegt den LSK nach rechts. (Zustandswechsel wie beim DFA.)
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Definition (Akzeptierte Sprache einer TM)

Sei A= (Z,%,T,0,2y, Zeng) eine DTM. Mit L(A) wird die von A
akzeptierte Sprache bezeichnet:

L(A) :={w e X" |Ju,vel® 3z, € Zepg: zow " uzev}

Wichtige Anmerkung

Die TM akzeptiert also sobald sie einen Endzustand erreicht! Sie
muss nicht das ganze Eingabewort dafiir betrachten, aber sie akzep-
tiert das ganze Eingabewort (1), sobald sie in einen Endzustand ge-
langt! AuBerdem akzeptiert sie das urspriingliche Eingabewort, auch
wenn dies vielleicht gar nicht mehr auf dem Band ist bzw. sie dies
manipuliert hat!
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a,X,R
b,b,R

#7#7L/‘\ bvbaR
@)@ (@)

Welche Sprache akzeptiert diese TM?
Die Sprache ]

L={w € {a, b}* | w endet auf b}

Sei X ein Alphabet und f : ©* — ¥* eine (moglicherweise partielle)
(Wort-)Funktion. f heift Turing-berechenbar oder kiirzer
berechenbar oder auch partiell rekursiv genau dann, wenn

es eine DTM A gibt mit zgw F* z.v fiir ein ze € Zgpg
genau dann, wenn
f(w) =vist

&) b,b,R@

Welche Sprache akzeptiert diese TM?
Eine TM M fiir die Sprache

L={w € {a, b}" | w beginnt mit b}

—

Eine (partielle) Funktion f : N* — N® heiB (Turing-)berechenbar
oder partiell rekursiv genau dann, wenn es eine DTM gibt mit

z0™MtL10m 11 10™H b g 0mt10m L 10t
genau dann, wenn

f(my,ma,...,m.) = (n1,ma,...,n0s)

und der Funktionswert definiert ist.
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Beispiel Die Church-Turing-These - Diskussion

Wir wollen eine TM, die f(x) = x — 1 berechnet. Dabei sei x eine
natiirliche Zahl, die in Binarkodierung gegeben ist. D.h. wir wollen
eine Wortfunktion von x nach f(x) berechnen.

Church-Turing-These

Alles was intuitiv berechenbar ist, d.h. alles, was von einem Men-

Die TM arbeitet wie folgt: schen berechnet werden kann, das kann auch von einer Turing-

Maschine berechnet werden. Ebenso ist alles, was eine andere Ma-

© Fahre zum am weitesten rechts stehenden Zeichen von x. schine berechnen kann, auch von einer Turing-Maschine berechen-
@ Ist dies eine 1, schreibe eine 0 und fahre fort bei Schritt 4

jon

[5)

o
\,

© Ist dies eine 0, schreibe eine 1, gehe ein Feld nach links und Wichtige Folgerung
mach bei Schritt 2 weiter.

Umkehrschluss: Was eine Turing-Maschine nicht kann, kann auch
@ Fahre ganz nach links und gehe in einen Endzustand.

kein Mensch berechnen!

V.

Wie obiges kann man auch die allgemeine Subtraktion, die
Addition, die Multiplikation und viele weitere Berechnungen in eine

TM kodieren.
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Berechnen und Akzeptieren Zusammenfassung
Berechnen von Funktionen und Akzeptieren von Sprachen ist
Shnlich: Bisher:
@ Akzeptieren einer Sprache M ist Berechnen der o Definition der TM
charakteristischen Funktion von M. @ Definition der Arbeitsweise der TM
@ Berechnen einer Funktionen f : M — N ist Akzeptieren der o Konfiguration
Sprache L = {(x, f(x)) | x € M} (ggf. miissen M und N ° Schrittrelation

. . Rech , Erfol h
geeignet kodiert werden). ¢ rechnune, briolgsrechnting

@ Akzeptieren von Sprachen

Bemerkung @ Berechnen von Funktionen

Die charakteristische Funktion einer Menge M tut folgendes: @ Church-Turing-These

xm(x) =1gdw. x e M
Fragen bis hierhin?!

(Ist also x & M, so ist xpm(x) =0.)
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Weiterer Ablauf
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Aquivalenz

Der weitere Ablauf heute:

© Varianten von Turing-Maschinen:

® Ein-Band TM mit einseitig unendlichem Band
@ Mehrband-TM
© Nichtdeterministische TM

@ Aufzihlbarkeit und Entscheidbarkeit
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Ein-Band TMs
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Definition
Zwei Turing-Maschinen A und B sind dquivalent, wenn
L(A) = L(B) gilt.
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Ein-Band TMs
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Definition

Die bisherige TM hat ein beidseitig unendliches Band. Man kann
eine TM definieren, bei der das Band nur in eine Richtungen
unendlich ist (einseitig unendliches Band). Die
Startkonfiguration ist dann weiterhin zyw bei Eingabe von w, aber
man kann jetzt den LSK nicht weiter als diese anfangliche Position
nach links bewegen.

Nebenbemerkung

Die Definition der Schrittrelation ware anzupassen. Bei der einseiti-
gen TM ist das noch recht einfach. Wir wollen hier dennoch darauf
verzichten, dies im Detail zu machen. Ein intuitives Verstandnis die-
ser Maschinen geniigt uns hier.
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Satz

Zu jeder DTM A mit einseitig unendlichem Band gibt es eine
aquivalente DTM B mit beidseitig unendlichem Band und
umgekehrt.

Beweisidee
Die Idee:
@ Das Band von A hat ein Otes, 1tes, 2tes usw. Feld

@ Das Band von B hat ein

Otes Feld (dort ist zu Anfang der LSK) und
ein 1tes und —1tes Feld (rechts/links vom LSK),

]
e ein 2tes und —2tes Feld (zwei Felder rechts/links vom LSK)
o usw.
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Ein-Band TMs

Beweisidee
@ A merkt sich nun auf dem n-ten Feld des Bandes was auf dem
n-ten und —n-ten Feld von B steht. Dazu ist das [ x ' das
Bandalphabet von A (I ist das Bandalphabet von B). Man
sagt, man hat das Band in Spuren eingeteilt.

@ A merkt sich im Zustand, ob B gerade im positiven oder
negativen Bereich ist. Zustinde von A sind also [z, P] und
[z, N] (wobei z € Zg ist).

@ Dann arbeitet A wie B und andert bei (x,y) € I x I nur das
Element was durch das P bzw. N im Zustand vorgegeben
wird.

@ Nur bei dem 0-Feld muss man aufpassen, da hier ein Wechsel
von P zu N oder andersherum auftritt.
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Mehr-Band TMs

Wiederholung
Varianten der TM

Satz

Zu jeder k-Band off-line Turing-Maschine A mit k > 1 gibt es eine
aquivalente DTM B mit nur einem Band.

Beweisidee

Die Idee: Im Grund genommen so wie eben. Nur mit mehr Spuren.
Da A auBerdem mehr Lese-/Schreibkdpfe hat, muss man bei jeder
Spur markieren, wo der jeweilige LSK ist und diese einzeln
bearbeiten.
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Definition
Eine k-Band off-line Turing-Maschine hat

@ k beidseitig unendliche Arbeitsbander mit jeweils einem
eigenen LSK,

o ein Eingabeband, auf dem sie ausschlieBlich lesen kann, aber
den Lese-Kopf dabei in beide Richtungen bewegen darf und

@ ein Ausgabeband, auf dem sie nur schreiben und den
Schreibkopf ausschlieBlich von links nach rechts bewegen darf.

Nebenbemerkung

Hier ware die Definition der Konfiguration und der Schrittrelation
anzupassen. Dies ist etwas aufwandiger als bei der vorherigen TM,
aber dennoch recht schnell méglich. Wir wollen dennoch darauf ver-
zichten, dies im Detail zu machen. Ein intuitives Verstdndnis geniigt
auch hier.
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Satz

Zu jeder DTM A mit einseitig unendlichem Band gibt es eine
aquivalente DTM B mit beidseitig unendlichem Band und
umgekehrt.

Satz

Zu jeder k-Band off-line Turing-Maschine A mit k > 1 gibt es eine
aquivalente DTM B mit nur einem Band.

| \

Wichtige Anmerkung

Diese Varianten sind also dquivalent und man kann stets die TM-
“Art" nehmen, die einem gerade mehr zusagt!

Literaturhinweis

Genaue Beweise zu den obigen Aussagen findet man in [HMU].
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Varianten der TM
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Fragen

Wir benutzen im Allgemeinen:

@ Eine TM mit einem Band, das in beide Richtungen
unendlich ist, wenn wir eine TM konstruieren wollen und das
Zustandsiibergangsdiagramm angeben wollen. (So wie wir's
gestern bei ww'" gemacht haben.)

e Eine k-Band off-line TM, wenn wir nur die Funktionsweise
einer TM erlautern wollen. (So wie wir's gestern bei
f(x) = x — 1 gemacht haben.)

Angenommen wir statten eine TM statt mit einem Band mit einem
zweidimensionalen Feld aus, dass nach rechts und nach unten
unendlich weit wachsen kann. Ist dies auch dquivalent zur
urspriinglichen TM?

© Ja - und ich habe auch eine Idee, wie das geht...
@ Ja - aber ich habe keine Ahnung warum ...

© Nein, das sind quasi unendlich viele unendlich lange Bander,
das ist dann doch zu viel ...

© Bin mir nicht sicher ...
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Fragen Fragen
. o : , . ) Wie definieren Sie die Ubergangsfunktion einer
Die Konfigurationen einer TM sind definiert als Worter aus... ) e definie <'a 'S.e die Ubergangsfunktion eine
nichtdeterministischen TM?
or-z.r Q §: 7 — "X {LRH}xZ
@r.z.r
@ §:Z x T — 2Px{LRH}xZ
or-.z.re {L,R,H}xZ
Q 0:ZxI xI—=215%
Q@ r.z.r+ Z
Q0:ZxTxTx{L,RH -2
@r+.z.r+
© Anders!
Q UfHf ...
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Zur Nachbereitung
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Nichtdeterministische Turing-Maschinen

Zur Nachbereitung
@ 1. und 2. - nach der Diskussion hoffentlich 1. ;)
Q2
© 2. (siehe nachfolgende Folien)
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NTM: Beispiel

Definition (Nichtdeterministische TM)

Eine TM M = (Z,%,T, K, 29, Zeng) heiBt nichtdeterministische
Turing-Maschine (kurz NTM), wenn es zu jedem Paar
(z,x) € Z x T eine endliche Anzahl von Ubergingen gibt. D.h. es

Ist
KCZxIxIx{L,RH} xZ

bzw.
§:Z x T — 2P{bRH}xZ

alles andere ist wie bei der DTM definiert.

Eine NTM akzeptiert ein Eingabewort w dann wieder genau dann,
wenn es mindestens eine Erfolgsrechnung auf w gibt.

Das Problem
Eingabe: Ein ungerichteter Graph G = (V, E) und ein k € N.
Frage: Hat G eine k-Clique?

Eine k-Clique sind k Knoten, die alle paarweise miteinander
verbunden sind.

Wie 16st ihr das mit einer DTM? Wie mit einer NTM?

Die Eingabe ist dabei die Zahl k, gefolgt von der Liste der Knoten,
gefolgt von der Liste der Kanten (als Tupel).
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NTM: Beispiel
Das Problem
Eingabe: Ein ungerichteter Graph G = (V, E) und ein k € N.
Frage: Hat G eine k-Clique?
Mit einer Mehrband-NTM:
@ Zihle zunichst die Anzahl der Knoten. Sei das n.
@ Auf dem Arbeitsband rate nichtdeterministisch 0 oder 1
(d.h. es gibt eine Kante, die eine 0 auf das Arbeitsband
schreibt und eine, die bei gleichen Voraussetzungen eine 1 auf
das Arbeitsband schreibt)
@ Wiederhole das n-mal.
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NTM: Beispiel

Das Problem

Eingabe: Ein ungerichteter Graph G = (V/, E) und ein k € N.
Frage: Hat G eine k-Clique?

Mit einer Mehrband-NTM:

@ Die NTM ist jetzt nichtdeterministisch in 2" Konfigurationen.

@ Die Konfigurationen unterscheiden sich nur in der
Bandinschrift des Arbeitsbandes. Auf diesem stehen die
Zahlen zwischen 0”7 und 1”.

@ In jeder diese Konfigurationen geht es jetzt deterministisch
weiter...
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Angeben einer TM

33/50

Das Problem

Eingabe: Ein ungerichteter Graph G = (V, E) und ein k € N.
Frage: Hat G eine k-Clique?

@ Ist die /-te Zahl auf dem Arbeitsband eine 1 bedeutet, dass
das die NTM (in dieser Rechnung!) vermutet, dass der i-te
Knoten zur Clique gehort.

@ Sie uberpriift nun deterministisch, ob die 1 gerade k-mal
vorkommt und

@ ob die notigen Kanten zwischen den vermuteten Knoten
vorhanden sind.

o Falls ja, akzeptiert sie, sonst nicht.
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Wichtige Anmerkung

Man kann an obigen Beispiel auch gut sehen, wie man die Arbeits-
weise einer TM beschreiben kann, ohne das Zustandsiibergangsdia-
gramm anzugeben. Die Beschreibung wird dann abstrakter, muss
aber genau genug bleiben, um nachvollzogen werden zu kénnen und
es diirfen nur Operationen vorkommen, die man tatsachlich auch

mit einer (ggf. sehr komplizierten TM) machen kann!
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Damit ist die NTM scheinbar viel schneller als die DTM! Dazu
spater mehr, jetzt die Frage: Kann die NTM generell Dinge, die die
DTM nicht kann?

v

Satz
Jede von einer NTM akzeptierte Sprache kann auch von einer
DTM akzeptiert werden und umgekehrt.

Die Richtung von DTM zu NTM ist wieder klar (da man die
zusatzliche Eigenschaft der NTM nicht auszunutzen braucht).

Von NTM zu DTM?
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NTM — DTM

Die Idee:

@ Ist ¢; eine Konfiguration einer NTM, so kann diese mehrere
(nichtdeterministische) Nachfolgekonfiguration haben.

@ Dies sind aber endlich viele! Seien dies c11,¢12,...,¢1,r.

@ Man kann sich dies als Baum vorstellen. ¢; als Wurzel.
C11,---,c1r als Kinder von c;.

@ Die ¢;,; haben wieder Kinder ¢111,...,¢1,1,4 und
€12,1,---,C12,), usw. die die dritte Ebene im Baum bilden.
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a,a,R
b,b,R

¢z, hbj?@:i»

Zgabab
Y
azgbab
N
abzgpab abziab
]
abazygb
N
ababzy ababz;
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NTM — DTM

#,0,R #,0,R #,0,R

#,1,R #,1,R #1,R
(2)—(C)——2)—=)

20
b
021 \ 121 \
| |
0022 0122 1022 1122

RN RN RN RN

000zz 001zz 010zz 011zz 100z3 101zz 110z3 111z
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Die Idee:

@ Ist ¢; eine Konfiguration einer NTM, so kann diese mehrere
(nichtdeterministische) Nachfolgekonfiguration haben.

@ Dies sind aber endlich viele! Seien dies ¢11,¢12,...,¢1,r.

@ Man kann sich dies als Baum vorstellen. ¢; als Wurzel.
C11,---,c1,r als Kinder von c;.

@ Die ¢,; haben wieder Kinder ¢111,...,¢1,1, und
C12,1,---,C12,), usw. die die dritte Ebene im Baum bilden.

Die Idee

Die Idee ist nun, dass die DTM eine Breitensuche in diesem Baum
macht!
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NTM — DTM

Die Ausfiihrung (grob):

@ Die DTM hat ein weiteres Arbeitsband. Auf diesem notiert sie
sich, wenn sie das Eingabewort w erhilt, die
Startkonfiguration der NTM zyw.

@ Sind auf dem Arbeitsband die Konfigurationen cy,..., ¢,
notiert (durch ein Extrasymbol $ getrennt), so

e werden diese von links nach rechts durchgearbeitet.

e Jede wird durch ihre Nachfolgekonfigurationen ersetzt.

e Dabei ist es vermutlich mehrmals nétig, die aktuelle Inschrift
auf dem Arbeitsband nach rechts zu verschieben.

e Wird dabei eine Konfiguration erzeugt, die einen Endzustand
enthilt, akzeptiert die DTM.

Anmerkung

Wichtig ist, dass nachdem z.B. die Konfiguration ¢; durch ihre
Nachfolgekonfigurationen ¢y 1, ..., c1 , ersetzt wurde, als ndchstes
mit ¢ weitergemacht wird (nicht mit ¢;1). Sonst hat man eine
Tiefensuche statt einer Breitensuche und wiirde dann evtl. eine
unendlich langen Rechnung der NTM simulieren und dabei eine
Erfolgsrechnung auf einem anderen Pfad verpassen!

Damit haben wir:

Satz

Jede von einer NTM akzeptierte Sprache kann auch von einer
DTM akzeptiert werden und umgekehrt.
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Weiterer Ablauf
Der weitere Ablauf heute:
© Aufzdhlbarkeit und Entscheidbarkeit
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Definition
© Eine Menge M C X* heiBt (rekursiv) aufzdhlbar genau
dann, wenn M = () ist oder eine totale, berechenbare Funktion
g : N — X* existiert mit g(N) = M.
@ Die Familie aller aufzdhlbaren Mengen wird mit RE
(recursively enumerable) bezeichnet.

Satz
Eine Menge M ist aufzdhlbar genau dann, wenn

@ cine k-Band off-line TM existiert, die jedes Wort der Menge
M genau einmal auf ihr Ausgabeband schreibt.

@ M = L(A) fiir eine DTM A gilt.
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Definition (Alternative Definition von RE)

Die von Turing-Maschinen akzeptierten Sprachen bilden die
Sprachfamilie RE.

Wichtige Anmerkung

|
|

@ Man iiberlegt sich schnell, dass die TM alles kann, was ein
DFA kann.

@ In den Aufgaben zeigt ihr, dass sie auch alles kann, was eine
CFG kann (womit sie auch alles kann, was ein PDA kann).

@ Zusazlich kann sie z.B. {a"b"c" | n € N} akzeptieren.

Damit kann sie alles, was die uns bisher bekannten Automatenmo-
delle konnten - und mehr.
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Definition (Alternative Definition von RE)

Die von Turing-Maschinen akzeptierten Sprachen bilden die
Sprachfamilie RE.

Bemerkung
Die Sprachfamilie RE wird auch von den wenig eingeschrénkten
Grammatiken erfasst, d.h. von denen, bei denen fiir die Produk-

tionen
PCV* Vy-V*xV*

gilt (sogenannte Typ-0-Grammatiken).
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Definition
© Eine Menge M C Y* heiBt entscheidbar genau dann, wenn
die charakteristische Funktion x : ©* — {0, 1} berechenbar
ist.
@ Die Familie aller entscheidbaren Mengen wird mit REC
(recursive sets) bezeichnet.

Bemerkung
Die charakteristische Funktion einer Menge M tut folgendes:

xm(x)=1gdw. x e M

(Ist also x & M, so ist xpm(x) =0.)
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Satz

Eine Menge M ist genau dann entscheidbar, wenn es eine TM A
gibt mit L(A) = M und derart, dass A auf jeder Eingabe anhilt.

Anmerkung
Man konnte dies auch als alternative Definition benutzen.
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Entscheidbarkeit vs. Aufzahlbarkeit

Entscheidbarkeit von M:

e Es gibt eine TM A mit L(A) = M.

@ und A hilt auf jeder Eingabe (in einem Endzustand, wenn das
vorgelegte Wort in M ist, sonst in einem Nicht-Endzustand).

Aufzahlbarkeit von M:
@ Es gibt eine TM A mit L(A) = M.

Insb. muss die TM fiir eine aufzahlbare Menge nicht bei jeder
Eingabe anhalten! Bei Worten in M tut sie es (da die Worte ja
auch in L(A) sind). Bei Worten, die nicht in M sind, tut sie es
nicht zwingend. Rechnet eine TM also lange, dann kann das daran
liegen, dass das Wort nicht in M ist oder dass sie noch nicht fertig
ist!
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Zusammenfassung

Wir haben heute und gestern:

@ Turing-Maschinen eingefiihrt.

o Diese akzeptieren Sprachen

e und berechnen Funktionen.

@ Es gibt Varianten wie die Mehrband-TM usw. und insb. die
nichtdeterministische TM.

Die DTM kann die NTM simulieren!

Wir haben die Begriffe

e entscheidbar und
e aufzahlbar

eingefiihrt

N&chste Woche zeigen wir, dass es nicht-entscheidbare Mengen
gibt! Spater machen wir uns dann noch Gedanken iiber den
Aufwand, den wir bei entscheidbaren Mengen betreiben miissen.
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