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1 Aufgabenstellung

Gegeben sind Bauklotze der Grofle 1x1x2. Wieviele verschiedene Tiirme mit
der Grundfliche 2x2 und der Hohe n kann man daraus bauen? Auch Tiirme,
die sich nur durch Drehung/Spiegelung voneinander unterscheiden sollen ge-
trennt gezéhlt werden.

Einen Turm wie in der Aufgabenstellung nennen wir “vollsténdig”. Einen
Turm, der durch Hinzufiigen eines “liegenden” Steins an der vorderen, oberen
Kante zu einem vollstdndigen Turm wird, nennen wir “unvollstindig”. Die
Hohe eines unvollstdndigen Turmes sei die Hohe des vollstdndigen Turmes,
den man durch Hinzufiigen eines Steins erhélt.

2 Aufstellen der Rekurrenzgleichung

fn sein die gesuchte Anzahl der vollstandigen Tiirme, g, sei die Anzahl der
unvollstdndigen Tiirme.

Wie kann das obere Ende eines vollstdndigen Turms der Hohe n aussehen
(n > 2)? Es kann

e Aus 4 aufrechten Steinen bestehen. Der Rest bildet dann einen vollstandi-
gen Turm der Hohe n — 2.

e Aus 2 liegenden Steinen bestehen. Diese konnen quer oder langs liegen.
Der Rest bildet dann einen vollsténdigen Turm der Hohe n — 1.

e Aus 2 aufrechten und einem liegenden Stein bestehen. Dafiir gibt es 4
Méglichkeiten. Der Rest bildet dann einen (gedrehten) unvollstandigen
Turm der Héhe n — 1.



Das obere Ende eines unvollstéindigen Turms besteht entweder aus zwei auf-
rechten oder einem liegenden Stein. Das ergibt die folgenden Rekurrenzglei-
chungen:

o= fo—2+2fn1 +4g9n1 firn > 2 (1)
In = fn1+ gn_1 flirn > 2 (2)

Die Startwerte sind

Jfo=1 fi=2 g=0 g=1 (3)

Wie iiblich setze ich
fa=09.=0 firn <0 (4)

Will man die Startwerte in die Rekurrenzgleichung integrieren, ergibt sich
durch Ausprobieren

fn :fn—2+2fn—1+4gn—1+[n:0] (5)
gn = fn—l + gn—1 (6)

3 Erzeugende Funktion

Die Potenzreihen F'(z) und G(z) werden gebildet, indem f,, bzw. g, als Ko-
effizienten benutzt werden.

F(z):= Z o2 = Z frn—oz" +2 Z foo12" + 4Zgn_1zn + Z[n = 0]

(7)

= 22F(2) + 22F(2) + 42G(2) + 1 (8)

G(z) = Zgnz" = Z fr_12™ + Zgn_lz" (9)
= 2F(2) + 2G(z) (10)

Die letzte Gleichung wird jetzt so umgestellt, dass sie in die davor eingesetzt
werden kann:

o) = 2 (1)

+1 (12)



(G(z) kann ab jetzt ignoriert werden, da ja nur eine Formel fiir vollstindige
Tiirme gesucht ist) Das ganze nach F'(z) auflosen:

422

(1—2z— 2%~ 1_Z)F(z) = (13)
(1—2—-22+22—22+2° —42A)F(2) = (14)
(1-32—322+2*)F(2) = (15)
)= (16)

1—32z—322 423

4 Partialbruchzerlegung

Sei ¢(2) := 1—32—32%+2% der Nenner von F(z). Fiir das gespiegelte Polynom
gilt ¢%(2) = q(2) mit den Nullstellen —1, 2+ /3 und 2 — v/3, weswegen sich
q"(2) (und ¢(2)) sich also wie folgt schreiben lisst:

q(z) = (1= (-1)2)(1 = 2+ V3)2)(1 — (2= V3)2) (17)

und setze an:
1—2 a b c

F(Z)ZQ(Z):1+Z+1—(2+\/§)z+1—(2—\/§)z (18)

Auf den Hauptnenner bringen:
1—2=(1—4z+2%a
+(1—-(1—V3)2—(2—V3)2)b (19)
+ (1= (1+V3)z— (2+V3)2*)c

Koeffizientenvergleich (1-2° —1-2', 0-2%):

l=a+b+c (20)
—1=—4a—(1—V3)b— (1+V3)c (21)
0=a—(2—V3)b—(2+V3)c (22)
aus (22) —(21): 1=5a—b—c (23)
oder: b+c=5a—1 (24)

aus (23) —(20): a = % (25)

Der Rest folgt durch Einsetzen und weiteres, iibliches Ausrechnen.
Die Losung dieses linearen Gleichungssystems ist dann:

0= b:%(2+\/§) c:%@—ﬁ) (26)



5 Angeben der Potenzreihe

Durch Einsetzen erhalt man

a b c

1+z+1—(2+\/_) i —(2-3)z
=a) (-1)"z +bZ2+\f "e) (2-V3
—Z( )" +b(2+ V3)" +c(2—\/§)">z“

:—Z( (24 VB (2 - VB

F(z) =

Und somit ist

Jn= é (2(—1)” +(2+ \/5)”“ +(2— \/g)n—i-l)
6 Probe

fo= (2+2+\/§+2—\/§):g:1

12
2 _9

fi= (2+(2+f) (2—@)2):6
54
6

fo= <2+<2+f> +(2-V3)%) =

f3= %(—2+(2+\/§)4+(2—\/§)4) = 32

=9

n

(32)
(33)
(34)

(35)

Die letzte Zahl ist nicht sofort als richtig zu erkennen, stimmt aber auch!



