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Themen

o Fir die heutige Vorlesung geplant:
s Beweis zum Farbealgorithmus
s Homomorphismen
» Substitutionen
s Initiale Zusammenhangskomponente
» Grenzen der regularen Sprachen



Beispiel: dquivalente Zustinde
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5,6 5,7

6,7
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Beispiel: dquivalente Zustinde
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Ergebnis:
0 ist aquivalent zu 4. 5,6 5,7
1 ist aquivalent zu 7.
3 ist aquivalent zu 5. 6,7




Beispiel: dquivalente Zustinde

Ergebnis:
0 ist aquivalent zu 4.
1 ist aquivalent zu 7.

3 ist aquivalent zu 5.
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Bewelis

1.) Termination:

Die Schleife terminiert, denn jeder Knoten wird
hochstens einmal weiss und hochstens einmal
schwarz gefarbt.

2.) Korrektheit:

A: {p,q} ist schwarz = pFZq
B: p£q = {p,q} ist am Ende schwarz

Indquivalenz zweier Zustiande (p # q) = Existenz eines

p und ¢ unterscheidenden Wortes (Zeugen, witness)
w e 2",



Beweis A

® zu A: {p,q}ist schwarz = p#Zq



Beweis A

® zu A: {p,q}ist schwarz = p#Zq

Induktion iiber die Zahl d der
Schleifendurchlaufe.



Beweis A

® zu A: {p,q}ist schwarz = p#Zq

Induktion iiber die Zahl d der
Schleifendurchlaufe.

s Verankerung:
d = 0, Initialisierung stellt sicher, dass {p, ¢}
geschwarzt ist, mit unterscheidendem Wort .



Beweis A

® zu A: {p,q}ist schwarz = p#Zq

Induktion iiber die Zahl d der
Schleifendurchlaufe.

s Verankerung:
d = 0, Initialisierung stellt sicher, dass {p, ¢}
geschwarzt ist, mit unterscheidendem Wort .
s Induktionsannahme:
Sei A) richtig fiir die in den ersten
Schleifendurchlaufen geschwarzten Knoten.
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Beweis A (Forts.)

o {p,q}ist schwarz = pZq
s Induktionsschritt: {p, q} schwarzen, wenn
2. indirekte Farbung: anderer Knoten {s,t}
ist geschwarzt und Knoten {p, ¢} auf Pfad
von {s,t} erreichbar.

s Einfligen von Kanten nur falls es ein Wort
v € X* gibt, mit s = (p)” und t = (q)". Da
{s,t} nur schwarz wurde, falls ein s und ¢

unterscheidendes Wort w existiert:
s Entweder (s)" oder ()" ist Endzustand.

Also auch entweder ((p)¥)" oder ((¢)")"

Endzustand. Das p und ¢ unterscheidende
Wort ist vw.

Damit ist A durch Induktion gezeigt.
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Beweis B

s zuB: p#Zq = {p,q} am Ende schwarz

» Fir p £ g gibt es kiirzestes p und ¢
unterscheidendes Wort w.

Induktion uber die Lange £ der kiirzesten
unterscheidenden Waorter.

s Verankerung: |lw| =0 = w=\.

s Automat ist DFA: genau einer der beiden
/Zustande ist Endzustand
= Knoten {p, q} bei der Initialisierung
geschwarzt.

s Einmal geschwarzte Knoten werden nicht
wieder anders gefarbt.
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o p*q = {p,q} am Ende schwarz
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Beweis B (Forts.)

o p*q = {p,q} am Ende schwarz

s Induktionsannahme:
Alle Knoten {s,t}, bei denen s und ¢ durch
Worter mit Langen bis zu k unterscheidbar
waren, wurden irgendwann geschwarzt.

s Induktionsschritt:
Sei p £ ¢ unterscheidbar mit dem kiirzesten
Wort v = aw mit |[v| =k 4+ 1 und a € X,
w e 2.
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Beweis B (Forts.)

» w unterscheidet die Zustinde (p)® und (q)°

» {(p)* (¢)*} wird gem. Induktionsannahme

irgendwann schwarz. Irgendwann wird {p, q} als
nicht gefarbter Knoten ausgewahlt.

» Wenn fiir irgend ein x € ¥ (z = a ist dabei

moglich) der Knoten {(p)*, (¢)*} schon schwarz
ist, so wird {p, g} direkt schwarz gefarbt.

o Falls {(p)*, (q)*} fiir kein x € ¥ schwarz ist,

werden Kanten {(p)*, (q)*} — {p, q} fiir jedes
x € X gezeichnet.
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Komplexitit des Algorithmus

® Theorem: Der Farbealgorithmus zum Auffinden

aquivalenter Zustinde arbeitet in ¢ - |X| - |Z]°
Schritten, wobel ¢ eine Konstante ist.

» Beweisskizze:

s Jeder Knoten wird in Schritt 1 maximal einmal
betrachtet.

s Jedesmal werden in Schritt 2 dazu |¥| Knoten

{(p)*, (q)*} untersucht.

s Fiir diese Knoten kann {p, q} und alle von hier
aus erreichbaren Knoten besucht werden, um
diese zu schwarzen oder Kanten zu ziehen.

s Insgesamt ergibt sich die Zahl von hochstens
¢-|X|-|Z|* Besuchen von einzelnen Knoten.
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Homomorphismen

® Das Wechseln des Alphabets und der Austausch
einzelner Symbole macht aus einer regularen
Menge wiederum eine regulare Menge.

» Definition: Eine Funktion h, fir die
h(x-y) = h(x) o h(y) gilt, wird strukturerhaltend

oder Homomorphismus genannt.
» Beispiel: Sei ¥ = {a,b}, ' ={b, ¢} und
h X" — I' mit
h(a) :=c, h(b) := bb.

s Dann gilt: h(abab) = h(aba)h(b) = h(aba)bb =
h(a)h(b)h(a)bb = cbbcbb.

s h ist ein Homomorphismus, bei dem sowohl o
als auch - die Konkatenation von Wortern ist.

(R(A) = A)
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Abschlussop.: Homomorphismus

» Theorem: Sei L € Rat(X) und h: X* — I['* ein
Homomorphismus. Dann ist
h(L) :={h(v) |v e L} € Rat(l')

» Beweis: Man ersetze die Symbole a € X in dem
rationalen Ausdruck fiir L jeweils durch h(a). Es
resultiert ein rationaler Ausdruck fiir h(L).

#® Eine ahnliche Konstruktion ist auch mit NFAs
moglich.

® Diese ldee wird nun verallgemeinert, indem fiir
einzelne Symbole ganze Sprachen substituiert
werden.
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Substitution

# Definition Eine Substitution ist ein
Homomorphismus s : ©* — 21" wobei ¥ und T

Alphabete sind und s folgende Eigenschaften

besitzt:
1. Fiir jedes a € X ist s(a) C I'* definiert.
2. s(A) =4}

3. Vu,v € X* : s(u-v) = s(u) - s(v)

» Ist s(a) regular (bzw. endlich) fiir jedes a € ¥,
dann heiBit s reguldre bzw. endliche Substitution.

# kanonische Erweiterung:
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Beispiel: Substitution

#® Seien

s:{0,1V — 219" mit 0 — {a}, 1+— {B}

s 40,1V — 219" mit 0 — (ab)Ta, 1+— 0
® 5(01) =s(0)s(1) = ab* = {a, ab, abb, abbb, . ..}
e §(01)=45(0)s(1)=(ab)Ta-0=10

® s(0*(0+1)+1")=a"(a+0")+ (") =
at + a*b* + b* = a*b*



Beispiel: Substitution

#® Seien

s:{0,1V — 219" mit 0 — {a}, 1+— {B}

s 40,1V — 219" mit 0 — (ab)Ta, 1+— 0
® 5(01) =s(0)s(1) = ab* = {a, ab, abb, abbb, . ..}
e §(01)=45(0)s(1)=(ab)Ta-0=10
® s(0°(04+1)+1%) =a"(a+ ")+ (b")" =
at 4+ a*b* + b = a*b*
o S(0°(0+1)+1%) = ((ab)Ta)* ((ab)Ta + 0) + 0* =
((ab)Ta)™ 4+ 0* = ((ab)a)*
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Abschlussop.: reg. Substitution

® Theorem: Die Familie der regularen Mengen ist
gegeniiber regularen Substitutionen abgeschlossen.

» Beweis: Jede regulare Menge R wird durch einen
rationalen Ausdruck dargestellt.

s Ersetzt man nun jedes Symbol a in diesem
Ausdruck durch den rationalen Ausdruck der
s(a) beschreibt, so ergibt sich ein rationaler
Ausdruck fiir s(R).

s ...aus dem vorigen Beispiel:
s(0*(0+ 1)+ 1*) = a*(a + b*) + (b*)* ist
rationaler Ausdruck.
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Verkiirzen von Wortern

® Substitutionen ersetzen einzelne Symbole durch

Wortmengen, also in der Regel sogar durch
unendlich viele Worter, unter denen auch das leere

Wort \ vorkommen darf.

»® Die Umkehrung, namlich langere (Teil-)Worter in

einer Zeichenkette auf einzelne Symbole zu
verkiirzen, scheint zunachst nicht so leicht moglich.

# Mathematisch wird dies durch die Umkehrung eines
Homomorphismus, also der Anwendung
sogenannter inverser Homomorphismen

geleistet.
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sowie h : 2. — I'™ ein Homomorphismus. Die zu
h inverse Funktion hei3t inverser Homorphismus

und ist gegegen durch h=! : " — 2%,

o h~! definiert fiir jedes w € I'* die Menge aller
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inverse Homomorphismen

® Definition: Seien > und I' endliche Alphabete
sowie h : 2. — I'™ ein Homomorphismus. Die zu
h inverse Funktion hei3t inverser Homorphismus

und ist gegegen durch h=! : " — 2%,

o h~! definiert fiir jedes w € I'* die Menge aller
moglichen Urbilder von w durch:

hi(w) ={veX*|Iwel*: hv) =w}

Diese Menge kann daher auch leer sein.
» Erweiterung auf Sprachen:

= Jn!

weL
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o Wir definieren zwei Homomorphismen und
betrachten die Anwendung auf
(a) einzelne Worter, (b) Sprachen.

s (a) Sei h:{a,b,c}* — {x,y}* definiert durch
a+— ryr, br— zxy, cr— yzx.

Dann ist A~ (zy) = {b}, h }(xx) = 0 und
h Y xyzyr) = {ac,ba}.
s (b) Sei f:{a,b,c}* — {x,y}" definiert durch

a—x, br—y, cr— A
Dann ist L 1({\}) = {c}*,

h=({y}) = {c}*{b}{c}" und
h({z,y}*) = {a, b, c}*.
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Abschlussoperator: inv. Hom.

K

Theorem: Sei L € Akz(I") und h : X* — '™ ein
Homomorphismus, dann ist h~1(L) € Akz(%).
Beweis: Sei . = L(A) fiir einen vDFA

A= (Z,T,61, 20, Zend). Wir konstruieren einen
DFA B = (Z,%, 09, 20, Zend), der bei Eingabe von x
aus > den vDFA A auf der Eingabe h(x) simuliert.

Es wird 05 definiert durch:

V(z,2) € Z x X : 82, 2) := (2)"®) womit in B
der mit h(x) in A erreichte Zustand (z)"®)
eingenommen wird.

Ist in L(A) ein Wort v € (h(X))*, so wird jedes
u € X mit h(u) € (h(X))* von B akzeptiert.

Die Umkehrung ist ebenso einfach.



Illustration des Beweises

weL < h'(w)eh (L)
w € (h(X)") CTI”

O——C O

Die Konstruktion funktioniert, da ein Homomorphismus

strukturerhaltend ist.
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init. Zusammenhangskomponente

o Sei A:=(Z,%,0, 20, Zenq) €in beliebiger DFA. Wir
berechnen schrittweise die Mengen M,; C Z:

M, U d(z,x) firi>0
MZ = < ZGMi—laxEZ
X {Z()} fire=20

o Offensichtlich ist jeder Zustand z € M;, + € IN
vom Startzustand aus erreichbar.

o Wegen M,_1 C M, C Z und der Endlichkeit von Z
existiert ein Index k < |Z|, mit My,1 = M.

#® Das Verfahren endet, wenn das erste mal
My, = My ist, spatestens bei k = |Z] — 1.

® Die Menge M;. enthalt dann genau die von z; aus
erreichbaren Zustande im DFA A.
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