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Motivation (zur Erinnerung)

® Warum studieren wir endliche Automaten?

w -1 oy B W N O

s Verwendung fiir Algorithmen, z.B. Mustersuche
in Texten (vDFA)

s In vielen Publikationen zu finden, z.B. Robert
Sedgewick: Algorithmen .. .aber auch in der c't

Abbildung 19.3 Endlicher Automat fiir den Algorithmus von Knuth-Morris-Pratt.

i:=0; function kmpsearch: integer;

i:=i+1; var i,j: integer;

if a[i]<>'1’ then gotc 0; i:=i+l; begin

if a[i]<>'0’ then goto 1; i:=i+l; i:=1; J:=1; initnext;

if a[i]<>’1’ then goto 1; i:=i+1; repeat

if al[i]<>'0’ then goto 2; i:=i+l; if (3=0) or (alil=p(Jj])

if a[i]<>’0’ then goto 3; i:=i+1; then begin i:=i+l1; j:=j+1 end
if a[i]<>'1l’ then goto 1; i:=i+1; else begin j:=next[]] end;

if a[i]<>'1’ then goto 2; i:=i+l; until (j>M) or (i>N);

if a[i]<>'1’ then goto 2; i:=i+l; if J>M then kmpsearch:=i-M else kmpsearch:=i;
search:=i-8 end;



Komplementbildung

Theorem:

® Sei L € Akz(X), dann ist auch
L:=Y*\Lec Akz(%).



Komplementbildung

Theorem:

® Sei L € Akz(X), dann ist auch
L:=Y*\Lec Akz(%).

» Beweis: Sei A .= (Z,%,9, 29, Zend) €iN
vollstandiger DFA mit L = L(A). Definiere einen
vDFA CZ mit L(Cz) — [ durch:



Komplementbildung

Theorem:

® Sei L € Akz(X), dann ist auch
L:=Y*\Lec Akz(%).

» Beweis: Sei A .= (Z,%,9, 29, Zend) €iN
vollstandiger DFA mit L = L(A). Definiere einen
vDFA C5 mit L(C5) = L durch:

Cq:=(2,%2,0,20, Z \ Zend)-



Komplementbildung

Theorem:

® Sei L € Akz(X), dann ist auch
L:=Y*\Lec Akz(%).

» Beweis: Sei A .= (Z,%,9, 29, Zend) €iN
vollstandiger DFA mit L = L(A). Definiere einen
vDFA CZ mit L(Cz) — [ durch:

CA (ZZ 52072\Zend)

» Da A vollstandig war, ist nun jede der nicht
akzeptierenden Rechnungen von A eine
Erfolgsrechnung in C4 und jede Erfolgsrechnung
von A ist in C5 nicht mehr akzeptierend.
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Beispiel: Komplementabschluss

a,b

... akzeptiert die Sprache
{a,b}" \ {w € {a,b}" | w beginnt mit einem a}
= {\,b,ba,bb,baa,bab, ...}
{bw | w € {a,b}"}
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a,b

... und fur diesen Automaten funktioniert die Konstruk-

tion auch nicht! Wieso?
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Durchschnitt reguliarer Mengen

» Gesetz von de Morgan: ANB=AUDB

® Theorem: Sei Ly € Akz(31) und Ly € Akz(3,),
dann ist auch Ll M L2 ~ A]{?Z(Zl M 22)

» Beweis (direkt): (Konstruktion eines vDFA)
Seien A — (Zl7 21, 51, leo, Zl,end) und
B = (ZQ, 22, 52, Zgjo, Zz’end) VDFA’S mit
L1 — L(A) und L2 — L(B)
C' = (41 X Zy, 23,03, (21,0, 220), Z1.end X Z2.end)
mit L(C) = Ly N Ly heiBt Produktautomat:

23 .= 21 M 22
53((21,22),33) = (51(21733)752(22733))
flir (21,29) € Z1 X Zy



Beispiel: Produktautomat

»Synchronisieren” der beiden Automaten:

a,b a,b,c

>IN >

b a,c
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Beispiel: Produktautomat

,Synchronisieren” der beiden Automaten:

.. .der resultierende (vereinfachte) Produktautomat.

Das Verfahren funktioniert entsprechend auch mit
buchstabierenden NFAs.
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Spiegelwortbildung (Reversal)

» Spiegelwortbildung:
w=ai...aq, =W =a,...a

® Theorem: Fiir jede regulare Menge L € Reg gilt
Lrev ¢ 7369,

» Beweis: Sei L = L(A) fiir einen vDFA
A= (2,%,0,20, Zend)-

o Wir konstruieren den buchstabierenden NFA
Arev — (Z, 27 K; Zenda Zstart) mit

s K:={(q;z,p) | 6(p,z) = q}.

» Offensichtlich entspricht jeder Erfolgspfad in
A..v einem rickwarts von einem End- zu einem
Startzustand in A gegangenen Erfolgspfad.
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Beispiel: Reversal

Umdrehen” der Kanten eines vDFA . ..

a,b

... flihrt zum Spiegelwortautomaten.

Auch hier kann das Verfahren leicht fir buchsta-
bierende NFAs angepasst werden.
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Definition: dquivalente Zustinde

® Zu jedem endlichen Automaten (NFA)
A= (2,2, K, Zsan, Zend) heiBe die Menge
L(z) ={weX* |2 = 2,2 € Zeng}

w
die Leistung des Zustandes z.

o /wei Zustande von A heien genau dann
dquivalent, wenn L(z) = L(%) ist. Wir notieren
dies in der Form z = z’. Nicht dquivalente
Zustande, z £ Z’, nennen wir unterscheidbar.

® A heillt genau dann reduziert, wenn keine zwei
verschiedenen Zustande aquivalent sind.
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Beispiel: aquivalente FAs

Betrachten wir folgenden Automaten:
a,b

Die Zustande z; und 29 sind aquivalent.

a,b
O—Cy

Ist ein aquivalenter DFA mit weniger Zustanden!
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Definition: minimaler DFA

® Ein endlicher Automat heiBBt genau dann minimal,
wenn er folgende Eigenschaften hat:

1. vollstandig
2. Initial zusammenhangend
3. deterministisch
4. reduziert
#® Warum heiBt ein solcher Automat , minimal*?
o Theorem: Ein vollstandiger DFA
A= (Z,%,0, 20, Zend) ist genau dann minimal,
wenn kein aquivalenter, vollstandiger DFA weniger
Zustande besitzt.

Das Potenzautomatenverfahren liefert in der Regel
keinen minimalen DFAI
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A quivalenzautomat

o Theorem: Je zwei aquivalente, minimale DFA sind
isomorph, d.h., sie besitzen bis auf die
Bezeichnungen der Zustande das gleiche
/Zustandsdiagramm.

o Definition: Sei A = (Z,%,9, 29, Zend) €in DFA,
und fiir jeden Zustand z € Z seine
Aquivalenzklasse [z] := {%' | 2/ = 2} die Menge
aller Zustande mit gleicher Leistung.

o Der Aquivalenzautomat zu A ist :
A= (7" X, 2], Z.4), mit
Zh={lz] | z€ 2}, ZL,:={]2] | 2 € Zend} und
0 (|z1]4, ) = |22]4 gdw. d(p, x) = q fiir
irgendwelche Zustande p € [z1] und ¢ € [2] gilt.
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...der Weg zum minimalen DFA

» Theorem: Der Aquivalenzautomat A’ zu einem
initial zusammenhangenden vollstandigen DFA A
ist minimal und akzeptiert die gleiche Sprache.

® Jetzt wissen wir wann ein Automat minimal ist und

wie ein minimaler Automat zu einem gegebenen
DFA aussieht.

#® Aber wir wissen nicht, wie wir einen solchen
Automaten konstruieren konnen!

® Dazu ist notig:
s aquivalente Zustande zu bestimmen,
s um die Zustande (Aquwalenzklassen) und

Zustandsiiberginge des Aquivalenzautomaten
zu erlangen.
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Konstruktion des minimalen DFA

o Eingabe: Ein DFA A = (Z,%,9, 20, Zena).

» Initialisierung: Notiere alle zweielementigen
Tellmengen von Z.

1. Endzustand und Nicht-Endzustand nicht
aquivalent!
Farbe alle Mengen {p,q}, wo p € Z,,,4 und

q € Z \ Zepng schuarz.

...und wie sieht es mit anderen Zustandspaaren aus?
Kurzscheibweise: (p)* = d(p, a)
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Konstruktion des minimalen DFA

2. Zwei Zustande sind nicht aquivalent, falls aus
ihnen fur dieselbe Eingabe zwei nicht
aquivalente Zustande erreicht werden!

1. Wahle beliebige ungefarbte Zustandsmenge
{p,q} und farbe sie weiss.

(a) Falls fiir ein a € > die Menge {(p)%, (q9)*}
schwarz gefarbt ist, so farbe {p, q} sowie alle
von dort aus erreichbaren Mengen schwarz.

(b) Ansonsten: Zeichne fiir alle a € ¥ eine Kante

von {(p)%, (q)*} nach {p, q}, sofern
(p)* # () und {p,q} #{(p)*, (¢)"}.

2. Sind alle zweielementigen Zustandsmengen
gefarbt, so terminiere.
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Konstruktion des minimalen DFA

Ausgabe:
® weiss gefarbte Zustandspaare sind aquivalent,

® schwarz gefarbte Zustandspaare sind nicht
aquivalent.

® |Ist dieser Automat minimal?




Beispiel: dquivalente Zustinde

0,1 0,2 0,3 0,4 0,5 0,6 0,7

1,2 1,3 1,4 1,5 1,6 1,7

2,3 2,4 2,5 2,6 2,7

3,4 3,5 3,6 3,7

4,5 4,6 4,7

5,6 5,7

6,7



Beispiel: dquivalente Zustinde

0,1 0,2 0,3 0,4 0,5 0,6 0,7

1,2 1,3 1,4 1,5 1,6 1,7

g
%(’6 23 2.4 25 2.6 27

3,4 3,5 3,6 3,7

o
Q
“, 45 46 A7
’),é}.
5.
2y 56 57
%,
%

¢ 6,7



Beispiel: dquivalente Zustinde

:0,1: [02] :03: 04 :05: 06 07:

?Q 2.3 2.4 25 2.6 2.7
0;"@ tb@" ........
Ao %,) 34 35 .36- .37
@% %
ey, 45 46 47
. /o ’
LR, My
Son. U e
%, So -5,6: 57
6‘, %
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Beispiel: dquivalente Zustinde

01| [o2] [03] lo4' [o5] [06] [07
12] [13] [14] [15] A16] 17!
7 -
Son. & 23| [24] [25]]|[26] [27
SIS
s, %
2. %4 %, 34| 35/ [36] [37
» /) ’ ) ’ )
é? 4/ (o’
5 &
6/@ 0‘9 @\9
%, %, 45 46 [47
%, O
% ‘6, < 56| [57

6,7



Beispiel: dquivalente Zustinde

0,1 0,2 0,3 0,4' 10,5 0,6 0,7

1,2 1,3 1,4 1,5 1,6

I“—'-|
1 N

2.3 2,4 2,5 2,6 2,7
G
G\s\ a1
0’5 34 ,35 3,6 3,7
%,
. .°{/ 4a5 4!6 4’7
Ergebnis:
0 ist aquivalent zu 4. 5,6 5,7
1 ist aquivalent zu 7.
3 ist aquivalent zu 5. 6,7




Beispiel: dquivalente Zustinde

Ergebnis:
0 ist aquivalent zu 4.
1 ist aquivalent zu 7.

3 ist aquivalent zu 5.
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Bewelis

1.) Termination:

Die Schleife terminiert, denn jeder Knoten wird

hochstens einmal weiss und hochstens einmal
schwarz gefarbt.

2.) Korrektheit:

A: {p,q} ist schwarz = pFq
B:p#%q = {p,q} ist am Ende schwarz

Indquivalenz zweier Zustiande (p # q) = Existenz eines

p und ¢ unterscheidenden Wortes (Zeugen, witness)
w e 2",



Ausblick

® Nachste Woche:
s Beweis zum Farbealgorithmus
s Homomorphismen
» Substitutionen
» Grenzen der regularen Sprachen
s einfache Verfahren
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