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Organisation

e 3 Termine 17., 18., und 19.07.2013
e 9:00-12:30 Uhr in Raum B-201

* 30 Minuten Pause etwa 10:30 Uhr (richtet sich
nach dem Stoff)

 Nachmittagsrepetitoium 13:00 - 16:30 Uhr in
Raum B-201, gehalten von Jan Henrik
Rowekamp



Allgemein zum Ablauf

 Fragen zum aktuell vorgestellten Thema
konnen jederzeit gestellt werden.

* Fragen zu nicht (in diesem Moment oder aber
gar nicht) besprochenen Themen bitte nach der
Ubung

 \Wenn es zu schnell geht, bitte etwas sagen



Geplanter Ablauf (Tag 1, Teil 1)

* Organisation, Vorstellung, etc.
» Logik: Allgemeine Motivation
« AS, und die aussagenlogische Sprache L,

» Strukturelle Induktion in der Aussagenlogik
 Belegungen und Modelle

 Aquivalenz und Normalformen: KNF & DNF
 <Pause>



Geplanter Ablauf (Tag 1, Tell 2)

<Pause>
Folgerbarkeit, Ableitungen und Inferenzregeln
Hornformeln und der Markierungsalgorithmus

Resolution

Pradikatenlogik allgemein
Strukturen und Auswertungen von prdl. Formeln



Geplanter Ablauf (Tag 2, Teil 1)

 Wdh.: Pradikatenlogik & Strukturen
* Pradikatenlogische Resolution

» Formel schliel3en und bereinigte Pranexform
(BPF)

» Skolemisierung, Unifikation und Resolution
« <Pause>



Geplanter Ablauf (Tag 2, Tell 2)

<Pause>

Warum Automaten?

Die Chomsky-Hierarchie

Regulare Mengen, DFA's und NFA's

Der Potenzautomat: Vom NFA zum DFA

e-FA & Uberflihrung zum NFA (e-frei machen)
Kleene-Verfahren



Geplanter Ablauf (Tag 3, Tell 1)

 Pumping Lemma (uvw und uvwxy-Theorem)
 Grammatiken (CFG; Typ 2 und Typ 3)
 Grammatik-Normalformen

» Kellerautomaten

 Andere Grammatiken (Typ O und Typ 1)

* Turing-Maschinen

« <Pause>



Geplanter Ablauf (Tag 3, Tell 2)

<Pause>
Entscheidbarkeit & Berechenbarkeitstheorie
Komplexitatstheorie & O-Notation

Komplexitatsklassen
NP-Vollstandigkeit
Zeit fur Fragen



Geplanter Ablauf (Tag 1, Teil 1)

» Logik: Allgemeine Motivation



Logik: Allgemeine Motivation

,Wenn 16 Nagel und 4 Bretter vorhanden sind,
konnen wir einen Rahmen bauen. Wenn 4
Pfosten und ein Rahmen und Leim vorhanden
sind, konnen wir ein Bettgestell bauen. Aus
einem Bettgestell und 20 Leisten kann ein Bett
gebaut werden.”

Bekannt: Vorhandene Rohmaterialien.
Frage: Konnen wir ein Bett bauen?
Modellierung der Realwelt mit Logik.
Logik ist allgegenwartig.



Geplanter Ablauf (Tag 1, Teil 1)

AS, und die aussagenlogische Sprache L,



Atomare Aussagen

* Elementare, nicht trennbare, Einzelaussagen

 Entsprechen einem nicht weiter zerlegbaren
Satz, der wahr oder falsch sein kann.

» Beispiele fur atomare Aussagen:

« Das Auto ist rot.”
 ,Esregnet.”
e 7 ist keine Zahl.”

 Notiert mit einem Grol3buchstaben: z.B.: A, B, C

* Die Menge aller atomaren Aussagen wird
notiert als: AS,



Die aussagenlogische Sprache L

e Atomare Formeln sind nicht sehr
aussagekratftig.

 Kombination von Aussagen zu (komplexen)
Formeln durch sog. Junktoren:

« Zweistellig:

- Konjunktion: A (,und")

- Disjunktion: Y (,oder")

- Implikation: = (,wenn®)

- Biimplikation: < (,genau dann, wenn"®)
* Einstellig:

- Negation: ~ (,nicht®)



Die aussagenlogische Sprache L

* Formeln werden notiert mit Grol3buchstaben
ab F (z.B.: F, G oder H).

e Junktoren lassen sich erneut auf Formeln
anwenden.

» Auf diese Weise lassen sich alle aussagen-
logischen Formeln erzeugen.

* Die Menge aller Formeln, die so erzeugt
werden konnen wird als L, bezeichnet.



Geplanter Ablauf (Tag 1, Teil 1)

Strukturelle Induktion in der Aussagenlogik



Strukturelle Induktion

» Gegeben: These zu allen Formelnaus L, .

* Gesucht: Beweis der Gultigkeit der These.

e |dee:

 Formeln konnen nur mit atomaren Aussagen und
Junktoren erzeugt werden.

 These zeigen fur atomare Formeln

 These zeigen fur Junktoranwendung, falls die
These bereits je fur die zusammengefuhrten

Formeln galt.

* Analogie zur vollstandigen Induktion, nur
basierend auf der Struktur der Formeln.




Strukturelle Induktion: Beispiel (1)

 Weisen Sie mittels struktureller Induktion nach,
dass in jeder Formel die Zahl der offnenden

Klammern gleich der Zahl der schlieldenden
Klammern ist.

Formal:
\v/= ELAL: |F|(= |F|)



Strukturelle Induktion: Beispiel (2)

« Behauptung: VF €L : |F] (= |F| )

* Induktionsanfang: Die Behauptung gilt fur alle A
cA. ,da |A| (= |A] = 0.

SL’

o Induktionsannahme: Sein G1 und 62 ELALfUr die
gilt |G| = G| i miti €{1,2}.



Strukturelle Induktion: Beispiel (3)

* Induktionsschritt
. Fall: -G,
- |_IG1|( = |G1|(=|_A_ |G1|) = |_IG1|)
« Fall (G, o G,)mito €{A, V, >, &}

- (G, 0 Gl =1+IG/|, +IGy|, =, IG,], + G|, + 1=1(G, o
G,),

e Ressumee

 Nach dem Prinzip der strukturellen Induktion ergibt
sich damit: Fur alle Formeln F € L qilt, |F| = |F| -



Belegungen und Modelle

« Um eine Formel auszuwerten, mussen allen
Aussagensymbolen Wahrheitswerte zugeordnet
werden.

* Eine solche Zuordnung wird Belegung genannt
und A geschrieben.

* Eine Belegung kann eine Formel F wahr
machen: A(F) = 1 oder aber falsch: A(F) =0

» Falls A(F) = 1 qilt, wird A auch ,Modell von F*
genannt.

* Wie berechnet sich A(F) ?



Wahrheitsverlaufe der Junktoren

A B (AAB)[(AVvB)[(A=B)| (A< B)
0 0 1 0 0 1 1
0 1 1 0 1 1 0
1 0 0 0 1 0 0
1 1 0 1 1 1 1




Erfullbarkeit und Bezeichnungen

« 5 Begriffe basierend auf Belegungen zu
Formeln: Eine Formel kann sein:

Unerfullbar: Alle Belegungen sind keine Modelle
Falsifizierbar: Mind. eine Belegung ist kein Modell

Kontingent: Mind. je eine Belegung ist ein Modell
und eine kein Modell. Die Formel ist also sowohl
falsifizierbar als auch erfullbar

Erfullbar: Mind. Eine Belegung ist ein Modell

Tautologisch/(Allgemein)gultig: Alle Belegungen
sind Modelle



Beispiele: Erfullbarkeit
Unerfullbar: F = (7B AB)

« Sowohl A(B) =0, als auch A(B) = 1 fuhren zu A(F) =0
Falsifizierbar. G = (B =C)

« A(B) =1, A(C) = 0 filhrt zu A(G) = 0

Kontingent: H= (B =C)

« AB)=1,A(C) =0 fuhrtzu A(H) =0

. A(B) =0, A(C) = 0 fiihrt zu A(H) = 1

Erfullbar: | = (B =C)

« AB)=1, A(C) =1 fuhrt zu A(l) = 1
Tautologisch/(Allgemein)gultig: K= (7B vB)

« Sowohl A(B) =0, als auch A(B) = 1 fuhren zu A(K) = 1



Geplanter Ablauf (Tag 1, Teil 1)

Aquivalenz und Normalformen: KNF & DNF



» Betrachte die Formeln: (A=B) und (TAV B)

Aquivalenz von Formeln

A

—A

(A= B)

(-AVB)

1

1

1

ol -0

0

1

1
1
0
0

1
0
1

1

» Offensichtlich haben die beiden Formeln den
» gleichen Wahrheitsverlauf: (A=B) = (TAVvB)
» Solche Gleichheiten gibt es viele (Vgl. Satz 4.7)




Normalformen: KNF und DNF

Alle Formeln aus L,, konnen in Normalformen
uberfuhrt werden.

Konjunktive Normalform (KNF):

* ((... V..V.OA(..V..V.)OA..)
Disjunktive Normalform (DNF):

* (. Ao ALYV (..A.LLALL) VL)
Erzeugung in 3 Schritten:

* Implikationen auflosen
* Negationen nach Innen bringen
 Distributivitat anwenden bis KNF/DNF entsteht



KNF und DNF: Beispiel

Formel: /(A=B) vC

Implikationen auflosen:

« 7(A=>B)vC=2("AVvB) vC

Negationen nach Innen bringen

« 3(AVB) v C = (-=AA-B) v C = (AA-B) C
Distributivitat anwenden bis KNF/DNF entsteht
« KNF: (AV C) A(TBvV C)

 DNF: (AAB) vC



Geplanter Ablauf (Tag 1, Teil 1)

e <Pause>



Geplanter Ablauf (Tag 1, Tell 2)

Folgerbarkeit, Ableitungen und Inferenzregeln



Folgerung (1)

Einfuhrungsbeispiel:

,Wenn 16 Nagel und 4 Bretter vorhanden sind,
konnen wir einen Rahmen bauen. Wenn 4
Pfosten und ein Rahmen und Leim vorhanden
sind, konnen wir ein Bettgestell bauen. Aus
einem Bettgestell und 20 Leisten kann ein Bett
gebaut werden.”

,ES kann ein Bett gebaut werden.”

Lasst sich diese Aussage aus dem gegebenen
Material und den Regeln folgern?



Folgerung (2)

Eine Formel G folgt aus einer anderen Formel
F, wenn alle Belegungen, die F wahr
machen, auch G wahr machen.

Notiert als: F =G (,G folgt aus F*)
Das Folgerungszeichen hat noch 4 weitere

Bedeutungen (M: Formelmenge, A: Belegung):

ME G
AEG
=G
GE

(,G folgt aus der Formelmenge MY)
(,Die Belegung A erfullt G%)

(,G ist eine Tautologie®)

(,G ist unerfullbar®)



Folgerung (3)

» \Was bedeutet es, dass eine Formel G aus einer
Formelmenge M folgt? SeiM={F_,F_, ..., F }.

* \WWenn eine Belegung A gleichzeitig alle Formeln der
Menge M erfullt, muss auch A(G) = 1 sein.
e MEGgdw. F AF A LLAF EG

* Wie weist man Folgerung nach?

 Wahrheitstafel
e Mittels dem Theorem: M = G gdw. M U {7G} =

- Sehr hilfreich da wir diverse Methoden zum Nachweis
von Unerfullbarkeit kennenlernen werden.



Inferenzregeln

Gesucht: Verfahren um aus einer Menge
Formeln daraus folgende Formeln abzuleiten.

Methode dazu: Inferenzregeln A, (A B)

Inferenzregeln besitzen: B

 (Formel)menge an Pramissen A, (A=B).. B
 Eine Konklusion

Damit die Inferenzregel korrekt ist, muss die
Konklusion aus den Pramissen folgen
(andernfalls ware die ,Inferenzregel” nicht sehr
hilfreich oder sinnvoll)



Korrektheit von Inferenzregeln

» Gegeben: MyRule: (A vB), (B =C) ..(AVC)
 Wir wollen nachweisen: {{AVvB),(B=C)=(AvVC)

A

B

C

(A Vv B)

(B = C)

(A v C)

1

1

1

— ] — ] — ] —

—_— ] | — ] — ] — | -

1

Folgerungsbedingung ist erfullt, also gilt Inferenzregel ist korrekt!




Ableitung (im Kalkul)

 Ein Kalkul C = (L, , Ax, R) besteht aus:

» Der aussagenlogischen Sprache L

* Einer Axiommenge Ax
* Einer Inferenzregelmenge R

* Mit Ableitung konnen aus einer Formelmenge
daraus folgende Formeln gefunden werden
(sofern ein a-korrektes Kalkul vorliegt).

- Beispiel: Leiten Sie mittels C = (L, , Ax, R) ab

{AVvB),B,(B = (B =D))} - (A VD)
Dabei sei: Ax =30 , R = {MP, MyRule}



Ableitung Beispiel
« Beispiel: Leiten Sie mittels C = (L, , Ax, R) ab

AL’

M={(AVB), B, (B=(B =D))}~ (AvD)
Dabei sei: Ax = @ , R = {MP, MyRule}

« MP:A, (A=B) .

B

- MyRule: (A Vv B), (B =C)..(AV C)
Formel
B

(
(B=
(
(

B=(B=D))
B=D)
AV B)
AV D)

Begrundung

aus M
aus M
(1),(2) MP
aus M

(3),(4) MyRule sub,(A)=A, sub,.(B)=B,
sub,(C)=D

sub,(A)=B, sub (B)=(B=D)



Kleines Quiz

* Was kann die Formel F in den folgenden
Beispielen jeweils moglicherweise sein? Gultig,
Kontingent und/oder Unerfullbar?

* 7F unerfullbar

* G unerfullbar, (F v G) gultig
« G gultig, (F =G) gdltig

* G kontingent, F =G

* G kontingent, (F Vv G) gultig
* G gultig, (F AG) kontingent




Kleines Quiz: Losungen

* Was kann die Formel F in den folgenden
Beispielen jeweils moglicherweise sein? Gultig,
Kontingent und/oder Unerfullbar?

* F unerfullbar (g )
* G unerfullbar, (F v G) gultig (g )
« G gultig, (F =G) gdltig (g ku)
* G kontingent, F =G ( ku)
* G kontingent, (F Vv G) gultig (gk )
* G gultig, (F AG) kontingent ( k)



Geplanter Ablauf (Tag 1, Tell 2)

Hornformeln und der Markierungsalgorithmus



Hornformeln

* Tellmenge der aussagenlogischen Sprache

 Formeln in KNF mit maximal einem
Aussagensymbol ohne Negation davor
(,positives Literal®) in jeder Klausel.

e Beispiel fur eine Hornformel:
(AVv B VvaC)AAA(B VD) A(PE vD VOA) A E
« Jede Horn-Klausel kann als Implikation

geschrieben werden, sofern 2 neue Formeln
eingefuhrt werden: T (,top”) und L (,bottom®)

» Tist tautologisch und L unerfullbar



Implikationsschreibweise

» Offenbar gilt:
e F=(T=F)und -F =(F = 1) fur alle Formeln F.

» Jede Klausel wird nun wie in den folgenden
Beispielen umgeschrieben:

= e(mAV B V-C)=

= (VaIAV (B AQ))E
(AABAC)=
(AABAC)= 1)

Beschrankungen

(AvV B Vv (C AD))

(AV(BACAD))=

("(BACAD)VA)=

(B AC AD)=A) Regen
e« A= (T=> A)

Fakten




Der Markierungsalgorithmus

e Erfullbarkeitstest-Verfahren fur Hornformeln

e |dee:

e Formel istin KNF, d.h. alle Klauseln mussen erfullt
sein, damit die Formel erfullt ist.

 Positive Literale, die alleine eine Klausel
ausmachen, mussen 1 sein.

* \WWenn alle negativen Literale einer Klausel 1 sind,
muss das einzig positive Literal der Klausel 1 sein.

* Falls es kein positives Literal gibt in einer Formel,
aber alle negativen Literale auf 1 gesetzt wurden,ist
die Formel automatisch unerfullbar.



Markierungsalgorithmus Beispiel (1)

c F3=C A(TAV-E vD) AE A(TC VB) A(TE V
B VA) A(TD vC Vv-A)

* Implikationsdarstellung:
+ F3=



Markierungsalgorithmus Beispiel (2)

c F3=C A(TAV-E vD) AE A(TC VB) A(TE V
B VA) A(TD vC Vv-A)
* Implikationsdarstellung:

e F3=(T=>C)A((AANE)=D)A(T=>E) A(C = B)
A(EAB)=A)A((DAAAC)= 1)

* Markierung:



Markierungsalgorithmus Beispiel (3)

c F3=C A(TAV-E vD) AE A(TC VB) A(TE V
B VA) A(TD vC Vv-A)

* Implikationsdarstellung:

e F3=(T=>C)A((AANE)=D)A(T=>E) A(C = B)
A(EAB)=A)A((DAAAC)= 1)

* Markierung:

e (T=>2CHA(A>AENY=>D*)A(T=>E" A(C'=> B?
A(E'"AB?) =>A)A((D*AAPACYH = 1)



Geplanter Ablauf (Tag 1, Tell 2)

e Resolution



Resolution in der Aussagenlogik (1)

* Wiederlegungsverfahren fur Klauselmengen
* basiert auf Formeln in konjuktiver Normalform

» Aufgabe: Zeigen sie, dass F=D aus der
Formelmege M = {{A,~B}, {B,C}, {7A,D},{~C}}
folgt.

» Ziel: durch Resolutionauf die leere Klausel (o)
ableiten.



Resolution Beispiel

 Wir zeigen, dass M U{~D} unerfullbar.
* M u{=D} = {{A,7B}, {B,C}, {7A,D},{~C}, {=D}}
« {{A,7B}, {B,C}} - {A, C}

res

« {{A,C}, {7A,D}} ~__{D, C}

res

» {{D, C}, {7C}} k. 1D}

res

« {{D}, {7D}} O

* Achtung, es kann immer nur ein Symbol
veschwinden!



Resolution in der Aussagenlogik (2)

» Aufwand des Resolutionsalgorithmus ist
exponentiell.

* Einschrenkung der Resolutionsmoglichkeiten

* N-Resolution
 P-Resolution
Lineare Resolution

Einheitsresolution

Stutzmengenresolution



Geplanter Ablauf (Tag 1, Tell 2)

* Pradikatenlogik allgemein



Pradikatenlogik

* Erlaubt es Beziehungen zwischen "Objekten”
darzustellen.

» Beispiele fur pradikatenlogischer Aussagen:

e« S(H) "Hamburg ist eine Stadt."
 N(H,B) "Hamburg liegt norlich von Berlin."
« °N(B,H) "Berlin liegt nicht nordlich von Hamburg"

o dX(S(X) A N(x,H)) "Es existiert eine Stadt nordlich
von Hamburg"



Syntax der Pradikatenlogik

» Inventar verfugbarer Symbole (V,, ):

« Variablen: X,¥,z,zmiti=1,2,...

o Konstanten: a,b,c,amiti=1,2,..
« Funktionssymbole: f,g,h, fmiti=1,2,..

« Pradikatensymbole: P,QR,Pmiti=12,..

 Aussagensymbole (AS, ): A,B,C,Amiti=1.2,...
* Logische Symbole:

 Junktoren: A Y, DS
e Quantoren: 1, V

* Hilfssymbole, wie Klammern und Komma



Geplanter Ablauf (Tag 1, Tell 2)

Strukturen und Auswertungen von prdl. Formeln



Universen und Strukturen (1)

» Eine Struktur ist ein Paar A = (U,l), wobei das
Universum U eine nicht leere Menge und die
Interpretation | eine Abbildung ist

o Strukturen werden benotigt um den
Wahrheitsgehalt von pradikatenlogischen

Formeln zu bestimmen

« Sei A= (U, |) eine Struktur, mit U= {4,8} und |

folgende Abbildungen vornimmt:

d

R

X

y

4

(4.8), (8:4)}

4

8

» Aufgabe: Geben sie zur Forme
den Wahrheitswert an.

F = X R(a,x)



Universen und Strukturen (2)

 F = & R(a,x)

a |R X y
a |x R(a,x) |F
A 4 |4 1
Alx/4] |4 |4 0
A[x/8] |4 |8 1

Damit erfullt die Struktur die Formel F.
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